AXYNEXHZ PYZIX TEAEIOY KAI AXYMIIEZITOY
PEYZETOY ENTOZ AIQPYI'OZ EXOYZHZ ZTEPEQON
EMIIOAION ITPOZKEKOAAHMENON EIZ THN
MIAN TQN IIAPEIQN AYTHZ

yano

ABAN. [Q. MIIPOTKOY
OA. MHXANIKOY
AIAAKTOPOE TON MAGHMATIKON EMIXTHMQN
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‘H nagolica datoif Eryeipel va géop ovuBorv el v Enliuvaw
w0l xhooowod mpoPhfiuatog tiic dovverolls nivioewe &vog fevatoDd 1ehetov,
Guoyevolig xal dounmifotov, ovvavidviog otegedv Eunddiov. *Avagépetal
gig thv uehdtny tijc Emimédov povipov xai dotoofilov Gusewg évdg Dyood
Evtog Budguyog megropllouévng Umd ctegedv mageidv, @egodone oteQEdv xal
Guetarivrov duadbiov moooxenollnuévoyv &l Ty Erépav 1dv ma-
geldy, mepintwowg firig dvriotouel pé Dtaviv mpocéyyiow npds iy Bdowy
oV Vdatog #vidg morapod #i Sidouyog gfpoviog mpedPorov Bievdetfioewg
A oy 1) yevexdtepov toiygov - Eunddiov. “H perétm abry xadapds padnuate-
xN Eyéveto duk thHg ropyfic #al edguoly uedddov tdv Kirchoff xai Helm-
holtz, tfig dnolug ai doyai Erovow dvaiviixdg &xtedfi Und tol =adnyn-
tof x. Umberto Cisotti elc t0 povadwov elg 10 €lddg tov adyyoappa
«Idromeccanica Pianas.

Metd Bomyeiav eloayoyhy xal vaduvnoly Depehiwddy twvov doxdy
tiic "Enunédov ‘Ydgoduvapuxfic &g xal tol mapaddtov tob d*Alembert,
glg 1o Iov Mégog, #xdéropey Aloy ovvtduw; thv veotépay edempiav tiig
fipduov Cidvnge Sud g Gmoiag Exetplodnpey 10 Yéua. Eic o Ilov péoog
gadétopey 1o dvuxelnevov thig mehéng, thy déowy wilrol Bv oyboer mods tig
uéxoL totde dnpocievdeicag Boyucles tiv x. ». U, Cisottl woi H. Villat
xol wooflaivopey dufowg elg wilav peratdmow vol mpofiiparog elz 1o oye-
Txddg Grhodotegov towovtov ol sbygol viuatoge, Ev ouvexelq tideviar al
yeviral auvdfiar Og xal ol dowaxal towalron THg wivioewg #v mpodappo-
¥ mds v guowy elxdva abtiic, elta peraroniloviar ai obtw tedeioal
ovvOiinaL £ni &vdg elxovinod piyedol Emmédov vév §, #mi 1ol dmolov da
Emrevrdy 0 Omoloyionds tdv crogelwv ths wvhoewg 810 dnidv tetpaywm-
vioudy. Eldwdtegoy mpoodiopitopey 10 eMiyadixdv Auvvauindvs,
denehiddn ovvdonowy 1fig dnolag fi yvdolg ovvendyetar thy duecov toiay-
my th3 dlotwg tol fevatod eig 1o Eminedov tfic wivfoewg, Yma tov Spov
tiis Eevpéocws ths ouvaptiosws 1tz Exgoalovons thy olppoogov xai
Sumhidg povdupov dnewbvioty petald tidv Bl dmnédwv 2z xal T TEx tol
uiyadwol duvapmol cuvvdyopsy ebyeo®d¢ Ty vyEVLIAM Y AUV oiv voll
ngolhinarog.
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Hodypat, fi &v Adye yevixd Aoig 9& pdc #mureéyy eig 1o Iifov ué-
00¢, v Omohoylowpev 16 xwvnTind, YEmHeToud xai Suvapuxd otowgeia i
wvijoews U pogehv Gplopévaey Ghowknpopdrov. Tottwy ndhiv didopsv
10v avadvtndy Umoloyioudy Sud thy meplntway 1ol ebduypdupov Eumodiov
oxnuatifoviog tuyobaoav yoviav a pt viv Edpav tdv otepedv xai £0dv-
yodupwv napeidyv tfig Sudguyos. i

To IVov péoog 1fic Eoyaoiug avapépstal el thv <Aviistaow» tod
gunodiov fiuig Gmnotedel iy wwprotépav dyvmotov 1ol mpofAfuarog, el:
thv Ohwg yevomyv neolmtwow dudouyog né mopewds tuxolong wHopwlic, ué
Emnddiov olovdnmote oyxfuartos. ‘O dmoloyionds tils dvtisrdoeme Emtruyyd-
veray S Bdo dwagpdpwy pedddav @inioemahndevopévov. “Ev rhusowov
demgnua v x. U. Cisotti dvagepduevov eig thv cuppetpudlv Sidpuya pé
dtovindv ouppetgwov Bunodiov Emavevpionerod loxdov xai dud thv Huetépoav
ngginmyway.

Téhog eig w6 Vov pépog uehetdvror xol Siegevvidvion elduai tiveg
vdagépovoar dowaxal mepunndoes. “H Egaguoyn tg doyfiz t@v fibmiav
Enérpepe molddnig & dnddv cvlloyiopdv va Emovedpmpey yviotd Tvd
dmotehéopara §j xai v& Swaockoyfompey alfjows pepinds perafdosg elg 1o
dowov. "Emt 100 onuelov todtov &; pol Enitpang va &xw v nposwauxy
vy Ony 1) doxh tdv elddlwv Sdvaron va xatastiep hav ydvinov thHv
arxodovoupévny uédadov Boedvne &g 1d mpoffifpara tic "Emnédov "Ybpo-
unxavixdig.

‘H Zpyasia abw &emovidn iz tv Syohiiv tav Pvowxdv xal Mao-
dnpatxdy "Exwomudy 1o Haveaiompiov Oeosakovinng, tno uly Sed-
Juvewy ol taxtixol xadnyntot 1hz Ceweonuixfic Muravexiic x. "Odwvog
Hvkagvot mpdg tdv dmolov Expodin tag Yepuordrog pov edyaporias did
™y ebyeviy yevuaiy xalodiynow xai mapaxorovdnowv. Edyaciotd éniang
v k. 0. Bagdémoviov taxuxdv wadvyniiv tiic “Averigag ‘Avalboewmg
doattwe dv 1 Havemwomulg Osooalovixns Sud to shyeves vdiagpégov dnep
Enédeke mpodg But xad® SAnv Thv Sudprerav g foyaoiug tading.

Téhog Oewed Epavidv Euipenndg sOtvyiy va Bugpodon thy dnelpdy
uov edyvoposvvny aeds 1ov yvwordy xai Siaxexpippévov xadnynihv tis
Benoniudic Mmaviziis &v 1@ Havemotnuio Mikdvou xoi &v wp Hokvrey-
vetgp Mikdvou x. Umberto Cisotti, & 6émolog obBevds xdmov gpeiodeic
gveddpovve, nadwdiynos xal &v téher simoeotidn vad xolvy iy winoady
tady Bpyaciay pé o 1dwaftepov #bpog 107 xpwrepydrov xai Depzhiwrod
100 oyxFrinddg véou 1odtov xAddov thg Emiothuns.
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<ATYNEXH3I PYZEIZ TEAEIOY KAl ARYMITIEZTCY PEYITOY ENTOZX
AIQPYT'OX INEPIOPIZOMENHZ YIIO ZTEPEfIN TIAPEIQN KAl @E-
POYEHZ EMIIOAION AMETAKINHTON TIIPORKEROAAHMENON
ELL THN MIAN TQN IIAPEIQN-

MEPOZ I

1. “Tovopuwdy xal Eloaywydq. ‘H uehéing thic wvisewg £vog
oevarol  tehelov nal eidwdtegov  Govpmiéorov ( Bypol ), ouvavidvios
arepedy Eunddiov dmotehel 10 nakovusvov «Tuvmnby medfinpa thg avyyoed:
vov “Ydpodvvapunfis» meéBinua 10 dmoiov dnnoxdinoev Eal’ uarody tolg
vewpérpus nai dmotehel xal ofpegov @néun dvtureipevoy Jewonundv wai
meipapatixdy Eoevvdv. “H mpasvoe dgehipdimg abrod elvar shéov §) mpo-
pavhg & aitiug v molhanhdv Epapuoy®dy texvinfis gicewg.

‘H Maig tol mpofiidpatog tovtov &v 1§ xdeg eheloneran &xdun pa-
xpQy Tiig Tpayuaromoiocws Adym tOv dvuneofintov dvayepetdy ol Grmoioe
tugavifoviar el ™y Oloxkipway 1@v Jeushuwddy Etiodaewy the “Ydpo-
Buvapefig, Gxdun rai elg tdg drhovotépug Tav meoLmtdorwy. AAL ele Tag
aepIn T Thg Emunédov wvnoews (dnd. mivhotws Extehovpévig mapaliiing
10ds atadegdy Enlmedov), f| Adatg 1ol moofhiuaros npowdndn onpaviwde &y
i yevwdi aviiic poo@ii —xai updhiota elg eiddg Tivag megunzdose Ene-
ety Inoay nhfpe; dvalvrial Miceic—bnd 1y vewtépwy EpevvnTdY, peta-
B 1dv Omolov dlxaov elvar va xaratdfopey Bl xegodfls oy lvakuay
Zyoktiv ut tovg nadnyniag x. x. Levi Civita, Umb, Cisotti wAz. &nohoy-
Jovuévoug év Cadkig Uno tdov = x. Hemi Villat, R, Thiry xix. T yevizd
anotchéoputa, Eviore Alav DyYnhol yupaxntfipog, elg 1d OGmoia odror  Haté-
InEav, Sidovor wiav pogeny tiic xwvioews o0 drvotol mpooeyyilovoay ug
IxavomoTundly axpifeay v spayuatiuny guawoyvopiay toh H8poduvape-
w0l patvouévow xui drpiféorepov tag &n’ etdelng mewpopanixgg perproEg
tie dgogdoag v dviigracy iy mpofalhopévny Und tol oGregeod Eumo-
dlov, d1d toumhfis dndews : yewuetoxfig, mynuils kol duvapiniic.
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‘H GrolovYoupévy pédodug dnd v ouyrpdvev todwwv Madnudrl-
#dv dgethopévry elg rodg Puorotg Helmholtz (1868) xai Kirchoff (1869),
Epappoodeioo dwadoywmde tnd mhewddoe guowmidv xai yewuerpdv (Rethy,
Bobyleff, Joukowski, Lowe, Lord Rayleigh, Kelvin xkn.) depehiwdeion
guowndds ond 1oV Brillouin @medelyfin &aiperind yovipog elg dnoredéopara
ydow elc tic Gmhdg xat edguelg pnedodovs wov Smolwv xduver ypfiow.

‘H pédodog atitn yonoiponowel tas Gvadvrinde osvvaptfoeig udg pu-
vadudic petaPintiic npodg Exgoaoiy tiig dlosws, thy Sewplay tdv dvalvr-
xBv auvagiioswy Sud tov mooodiogioudy TdY Gyvwotwy ouvapINoEmY Hol
v clpupopgov 1) tooydiviov dnewdvialy 1ot nedlov fofg elg &v §j mhelova
miyudind Exineda nl tdv Gmolwv ai yevixal drpoadidplotor cuvdipnan dg
#av af Gpraxal rowaiital s wvAnsws 1ol Hevotol hauBdvovowy EEaigetindg
anAflv wooptv, toill’ 8nep Eénvtpémer 1OV Umoloyopdv tidv ovougelwv  tiig
riyfioewg dud terpaywviopdv,

2. Tevixol xagaxsijees s xwvijoems 'Ev toig xatwrégw Oad
unodéompey  GtL modweitar  mepli  wmvrieswg  Gevotol  tedelov (Avev
iEwdovg), dovumiéorov xui Spoyevolig, tob Gauviov §| muwviing mapopévou-
oo oradegd xaill’ SAnv iy Sudoneiav tiic muvijoswg Svvacon va Angdf tom
®xoO¢ thy povdde, Si1d soataridiov éudoyiis 100 cvetquatog téhv povddwv.
To {yoedv wveltn mogathihog mode Ev otadepdv Emincdov Snh. Bha ta
Uypd popla T ueipeva Emi pids xadftov Eal to Gmdiv Sievdivoy Eminedov
gl dpoouévny yoovixny otiypny &govos thv abtliv taylimia mapdilnlov
p0¢ 10 Sievdivov Exinedov.

The wmvfoews Goyropfvne Umotidevar Suv dmoxareorddn 1 ubvipog
glowg dmk. 6uu Ay By tiic Gloewg elvar dvetdotntog 1ol yodvou. *Ev 1
REQIATMOEL TodTy TUROv Gevatdv ororxelov peratomiletar xuta tov dmeigo-
otdv yodvov dt éxi tiig Sievdivecws toU diaviopnatos - taxding Onep cuve-
ndystal (g yvoordv, thy oduntoey tdv yoapuudv Gevnatog (xapmdia
neofddlovoal tdv tagutiiov) petd thv tpoxidv tdhv Uyedv wopiwy.

B4 dnodécwpey &l nhfov Gt 10 Oyodv evpiouetar &v foepigeigtd &’
>0 gnueiov xai 811 10 odun - Eunddiov mveltan éviog tod Oypold ué tayirn-
ta iy omoiav Oa mogadeydidusv Tony mpdc thvy uovdda gic 10 En' oo na-
tdviy, B xataldflov @hhayhc tdv wovddwv, xai mugdhiindov mpdg 1oV
dtova ox. Avvduel tiig dpyiic tdv otetdv xuviioswy ) xivnowg xat’ obdiv
uetafdMeron gav Seglddpev 6t 1 Eunddiov péver dxivnrov xal 6t 1o fev-
otOov wveiton pi dodeisay tagvinta Voo elg td 2 oo dvdvel nal Tonv
nedg v povdda eig 10 En° oo uavdvit. To noapddofov Gnotéhesua toi
Dubuat #ad’ 8 newpdpata mpoyparonomdévia tnd vde dvo dverbpw Exte-
Yeloag UmoBéoerg div Edidov, Bid tijv 1ol &l 10D orepeol doxovpévny wicowy,
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iy attiy rpny, diehevndviy mhipowe Und 1ob N. Jonkowskil bg dpedd-
uevov dmoneioninde ol wdvov elg Aentousoriands Ehattouatinde SiatdEeg
1V nElQaudTmy. '

Téhog dexdueda tv §i nivnow elvar dotedfirog #¢” Shoudioor tol
mediov tfic dofic. 'Ev 1§ meoumr@oer tudty elval yvmotdv Ot Omdpyer Ev
Suvamxdy thv tagurhivov, dnd. wd ovvdotnog @ (X, y) towadtn dote al
ouvioT@oaL 1 xal vV xatd tovs dEovag ox xal oy tiig tayimmrog V, Sidov-
tar vnd v oyfoswy:

A < ? T [} 4 o 3 » A e 4 -
Al 0TV T ovvdptnmolg ¢ elval @ppovind, 1. €. Emakndevel thy E&Eicwowv 1ol
Laplace:

3 : ]
Vo Ve 4

Ag =
@ ox*® + oy
# altiag t7g #Ewdoeswg ovverelag :
bu ov
1 Ik A
(1) > T oy

fitig ele v negintwowy tol bypol Bupodler 0 dovnniegtov abroll.
c 3 A Drar 3 ’ cr | Y 2
H adti élowaeig (1) dngedler Gt f Sapopunl) magdarasis

—v.dx 4+ u. dy

eivar td ohxov Suagogirdv s ovvagtioews W (X, y, t), npoodwogilonévng
wotd mpookyyiowy otadepds. Avvdueda 3dev vi Déowpev:

—v.dx + w. dy =d g

. P

hnl. Vv = b—x

o
by

n =

1 BA, Aérodynamigue de Joukowski, G. V, 1936,
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‘H otives elsayopévn cuvdptnag W (X, v, t) xakelzuwr svvdprnag tod
Stokes 4 @xdun ovvdpnoig 1ol Seduartos, Mdu f Elswowg:

P = Cte

SideL rdg youuuds Gevuatos, svpmixtovads pué tds rooypuds tdv Uyplv po-
olwv elg 1) meolmiwaw 1iic wovinov dvocwg, tic oradepdc C haufavovaens
glte Bhag t0g tindg AmO — 5o UéyoL + oo, tite Tindg megihapfavousdvas ne-
10kl dodéviov Splwv, dvardyws thv negintdioswy (A. y. dno O péyot q Bvrdg
Sidguyos, 8ud xarakhihov Exdhoyiic.)

Ot Fxopey:

= e
X oy
_% W
Ty T x

1ov0” Onep Engodler,—auvdfinar povoyeveiag 1ol Cauchy—Gu fi suvdoinog
f =9 + i

rohovpdvn Miyadixodv Avvanirdyv, elvar ovvdpinoig dvalvtdl tig
wiyadinfis perafintiic z = x + iy, "Exl mhéov §ij ¢ elvar &nlong ovvdetn-
o1g douovinyl. Al ouvvaprioels ¢ ol A xakolvio ovluyeis #| ovvelevyuéval.

‘B yv®Howg 1ol uryodinod duvauwot f ovvendyeroy Befalog tiv due-
cov tolattny Ghowkipov tiig xwviloews 100 devorot &v 1® Emunéde z, Al
Jewooiipey dmapaitntov vd Vmoyeonpicopey dnd toiide dru & mpoodioge-
oudg tis ouvvagriosmg f Ond popeny dvalvuxiy v th Emnédow z S&v wa-
dotarar Epuwtds 7 wn el Bhayglotag Alav dnkds nepuntdaes. Téhoe mpo-
gdéropev dtu Aéyovieg exivnow 1ol fevorol> Evvoolpev & 10lg xarwriéow
10y Umohoylopdy TdY YEWUsIOIRDY, HvNTIXDY xal duvapndy oroigelov thg
floewg #oi St perald tdv otoueiov todtwy momieiovoay Déov watéyer
il '"Aviiotacig tol orepeod Zumodiov dnh. fi veviul) ocuviatauévn tav
Enl toD EBumodiov doxovubvev mifeewv Ord 100 Ev wviom Gevetol. O
unoloywude adific elvar depehuddovg onuaociag 81d Ty éyvny tdv depo-
duvapxiv xataokeviv.
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3. Td nogddokov 100 d'Alemb.:rt. "H Bewgla tiis Hobuov Ldrng.
(Théorie du sillage). “H uehérn thg xuvioews &vdg Gevatol ouvavtdviog
tuydv Bunddiov 81 1@V yevixdy Ewodoswy the "Yhpoduvamxiig Evd §iBel
piav elwdva doxotvimg mpooeyyilovaay tob mpaypanxod guowod gatvo-
uévov, xatariyer Soov Gpogd thv dvtiotaciy ol Epumodiov el Gnoréheona
Ghwg dvtiderov npdg Thy puoumy agayuatwdenta. Téoov ele vijv "Exinedov
"Ydgoduvvapwyv (BA. . y. Mécanique Rationnelle vol Appell,
Tome III, geh. 526), Gaov =ai elg v &v 1@ Yooy totaviny,® ebploxetal
v iy Veviun) ovviotapévn 1dv 2l 100 2umodiov dmroupévery miboemy Oxd
tob &v avfiosl Qevctot Fyew ovvistdoay mapdiiniov mpdg v xarevduvowy
100 Hevparog Tonv meog undév.

To @uowdg Gnopddentov tolito dnmotéheopa, dviiderov modec 1o mei-
paua xai Ty mpaypatidnta drotshel 10 yvwordy év 1ji lovwoplg tie Ma-
uotidis "Emonmjung etapddotov 10D d° Alembert» tedév imd
100 Swofuov yewuérgor 1@ 1768, &v 1@ Umopvipoan abtoll «Paradoxe
posé aux géometres sur la Résistance des Fluidess.!

To mepiepyov 10010 [hmnua Orfiotev dviwmeipevov dvalntioewnv émi-
paviv Madnpatxdv el Puowdy Exl Eva aidva meplnoy xal pdig xutd
10 #to¢ 1368-1869 ol Helmholtz xai Kirchoff &depchimony v véav dew-
olav vol dwoévov dnh. tijg douverols xwvioews ) drola Endrpeye thyv dmo-
guyly 100 magadifov 10T d° Alembert.? Metald thv dnoBéocwv ég” dv
gotnoifovto of Dnohoyisnol xai altiveg dyovow eig to Gndév mapdSotov
undpyel pla tobhdpworov dviidetog medg thy Quowhyv moaynatdmiu. 'H

€ _

ondeoiz avtn elva f the Zvveyelag: Iodypar, Sud v depediwddv

@ BL Tevixnv dmodeifv tod napaddkou voi d’Alembert év 1d ydpo, eig
<Apercus théoriquess tob H, Villat, oeh. 21, yevixebovoav tiv toi x.  Cisotti.

1 ’[8ol mlc éxgpodferer & d” Alembert:

».... Je ne vois donc pas, je l'avoue, comment on peut expliquer
d’une maniére satisfaisante, 1a Résistance des Fluides. Il me paroit au contraire
que cette théorie, traitée et approfondie avec toute la rigueur donne au moins
ent plusieurs cas, la résistance absolument nulle; paradoxe singulier
que je laisse & éclairer aux géométres.

2 BL. td dnopvnpa ol A. Massotti <Appunti storici sul paradosso di
d’Alemberts (Periodieo di Matematiehe, 1928) évBa éxtiflevtau xotd rpénov ough
nal oUvropov al Swadoyixal qdoeig tdv npoonalaidy v yeoperpdy Gxwg Depektn-
owor pioy fewpioy dnogedyovoav 1o nogddofov tol d'Alembert. Mevalld tdv Sia-
popwy Epyaody Sixaiov elvon va EEdpwpev tag tév : Poisson, Green, Plana, Sto-
kes, Dirichlet, Helmholtz xal Kirchoff xatdtdv 19y aidva. Al vedtepar
Zpyucial tdv . x. Levi-Givita, Umbh. Cisotti xai H. Villat éxefePaivooy xhfpmg
sy véay Jewgiav.
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Eodhoewv tig Y Spoduvau s xal tiig #sdoswg tiig ouveyelag yiverar dextov
Bt of miborg xai al vaxdrnues nerafdiiovrar xard tedmov ouvvexd el GAd-
xAngov o Bnd tob Hrvotol dwagpeduevov tufina tob yweov. AN Eav A
moayHatonoinole Govvexeldv Sid tag miéaets Evdg Gevorol Ev poving duoet
glval Gvégpurog 0 melpapa dewvier St mooxetpévoy S tdg taxvimrag,
elvar wddhote Suvath) plo douvégea. ‘O oynuationds Emigaveldv dovve-
yelog &v 1@ 1dow N vouuudv dovvexeiag &v 1® Emunély, b tds Toydinrag,
3¢° Ov f toydeng b fevotod dplotatal dndropov memegacuévny uetafo-
My Sud péoov adtdv Bvd nerafdlletan ovverds Evilev wal Evdev attdv,
elvan Suvardg $z dxodexvieran melgapanxds. “H ragovein rowotiwv Emi-
paveldv EEnyel . 1. thyv vexpav fi Hoewov Lavnv fug nagarngsuat Jmi-
atev 100 &venodpavotov &vog altoniviTov év xivioetL.
Modg Groguynv to¥ nagudétov tod d Alembert ol
Tewpéroal fvayxdodnoay vi Eyratarelpoor v Duddeowv tils ovverelag
Goov dpoo§ tdg ta-
20TNTAG RO Y K@

A B ___.._-fr‘:.L:_‘"_ dexddow S o By

é & R nvhioer Bevortov ov-
ST T Tl B vaveg 10 funddov S
duid twog  vhnarog

% Hofig ¢ eig 10 onueloy

0O #via fi taygomne
avrol  undevilerau
{ Nexodv  ompeiov),
R Y \ -
¥y 1. ued’ 8 w0 viua g Si-
4 -] ’
ydietal eig dvo da-
wexguupuéva Uyod viuata wvodusvo &v ovvexfl Emagf petd tdv Rageldv @y
Hal @y toU otepsod pfrol t@v onueiov P, xai P, {oy, 1}. Eig ra onusia
tabra 1O fevordv dmoxorddrac xal dwolouldel xhévv tag yoaupds deduarog
A, wnai Ay, nahovuévag yoaupds ghevdéoag i andpn vorppag 6hiedqosme, Bi1d-
1 10 #v wvhoer Gevotdv 81 adrdy dhwoluiver Exi 1ol Sevorol 1ol raté-
roviog v wegoxfiv B, #vidg tig dmolag mepinyfic 10 §evotdv mogouéver
ar ar v A ’ ~ » ¢ ’ er e
flosnoy ®ad® Binyv vy Sudpxewav iz wwvijoews. H tedeviaia adm dmode-
6Lz, the dmmiovpyiag dnd. widc Lavne oracipov xui foépov Smiodev tob
2uscodiov dmorerel 1hv wahovuévny <«Jrwpioy 1ig Nofnov Livney, Jewolav
fi Omola Vg pdg emiroéyn vd drogivopey 16 mapddofov tot d*Alembert,
[ BJ?\?\ hY 2 S l’]-‘ 1Y - -~ L4 5‘ Id - I o
¢ dhhwote 0 dmodeydf »al év 17 nupovoy éoyacie, ‘H dewpia atm
dnotedel plav modinv npocéyylay modg thy Aindil gualoyvouiay thig noay-
patixiig ¢doews tod devotod. Al ypauuai }, wai A, Omotrideviar Ewrewvd-
meval uéygl 1ol 8’ so watdvie mEd; dmopuynv Tdv dovnTi®v mifoewv
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(rapddokov tob Brillouin),! &mi mhéov alitar otpépovar td wolla adidv
npog 1 &v foeuig Gevordv. Kard ovvéxewav 1o shoos tilg fofuov mepuoxdis
neds 1@ dmiodev ol éumodlov oddémore Ehartottal Svav Gmopaxpuvineda
tof Eumodiov, tvd mol Svvaraw va telvy woog Ev Splov, Bt thv detduv-
aw A y. v xddetov Exl Oy yevoaiv xetetduvowy i dedpatog.

Awd thy vévveowy tiic dovverolig mvioewg Sév gival 10 E@dec—de Ua
fAddvatd iz va motevoy fx modtng SYswc—B8rrp mallel TOV omoudmdbre-
dohov @A § dovddete tdv dovnredv miloewv. Tlegpuopifopor pévov va
tneviuplow o rmpe wiro Greg dewpeltar rextdrarov év tff Puowf.
Elvar mpogavée St td Eddeg 1ol guowot devotol inewcdpyxerar modg td
Bmigdev 107 Eumodlov ué dmotéheospu thy PJadmelav Sudhvoiv tfig Enupa-
vetag douverelag eig onepoedels oxmpatidnols ol dmotow elval ateofiror, Tlag’
Bha talta td drotehéopatu v Oxoloyloudy guppovoUoy THavOToINTIXGG
ut tdg mewpapatiedc &’ editelag nerpfioes—idig o meds wiv dvilstaciy —
oz totto EPefardddn xat’ EmavdAnpwy Si1d v mewopdiov 1ot Camichel
(1922) xail Escande- Teissier - Solier (1930).2

‘H dewoie tiig Aoépov Ldvng évévero Spiotuning dextiy v 1§ &mioth
sy udvov perd thv Badelav diegedvnowy 10U Brillouin xai v deuehlwow
abtiic Ond vod i8lov &nl tfic doxiic tiic Ehaxlotng wuvnruedic dvepysiag,®
w00’ Snep Siéhvoe tag Emuplosg xal dvriponosig 1ot Kelvin, g tpomov
date ofjuspov Sewoelton s N Jewple fi nhéov Eyyllovoa thv Quoulv mpay-
patixétnta tijc fvsswg Evog Uypod ocuvavidviog Eunddiov.t

1 Bk elg <Apercus théoriques» de H, Villat, Scicntia Oct. 1990,
aek, 25, plav dxddeilv tig Indgkews tol magadotov toi d’Alembert xai Bid tijg
Yewpiag 1ol Swaxévou dxdun, Gtav dnotideviar al ypoppai A, xal Ay ovvavicipevar
elg nencguopévny dndataov npdg td xatdvol,

2 Bi, «Mécanique des Fluides» H, Villat, ogeh. 154.

S Bh. <Mécanique Rationnelles toi Appell, Tome III, geh. 530.

4 *Yroyouupito, dpod pera toli H. Villat, dtc f) §id toi droloyiopold Egug-
poyn tdv brodéoewy tiig Dewolag th; Tpdpov . Lhvng dmosehei Aeacdv pafimpotixdy mpd-
Binpa. Xdpig el tdg pedodous tidv Levi-Civita xai Umb. Cisotti, Exed égevvni
ninBwpa ngoPfinpdrwv. Al Zpyaoio tob x. H. Villat éxi tol mgoPifipotog tot Di-
richilet 8v 1@ xvxdine Saxtwhip aitwveg Edwoav thy dpdyvupov tinov Bid tdv Ehde-
nTk@Y ovvaptioeny, Enétpepav tov yewgranov guvlitwy xal mowikov Regurthoswy,

Téhog S&v elval doxomov va mpoaltéam Ore i) Drwoic tol Benard-Karmann
gmpenet va mpodeyylan T td wooPfhipaty &ni 1ol Siaxévou petd otpofilwv. (Mé-
canique des Fluides, H. Villat).
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4. "Avnixelpevoy pedézne. Ma 1fg magovong diargfific mporidéue-
da vé peleviioouey iy nivgowy Evog telelov Hevotol dovpméorov, #vidc
Sunpuyog, cuvvavidviog fv otepedv Eunddiov moooxeworhnuévoy lg v Eté-

puy 1dy OtEQedv maperdv abifig
{or. 2), ‘H wivyoig dmotiderar &ni-

' medog, udvipog wal dotpdfidog §
L , wz etthoto va Aéyera sxacd Helm-
& holtz».

Eic wiv dmokdrwg vevixny ne-
plntwowy vol ox. 2, ué tuyovoog
OTEQENG TAQELAS 1, Xal ), nai Epumd-
Stov S olaodfimote nopyig 16 mpb-
BAnua #véyxel uopeny drnoldtmeg ye-
vy xai xadoapig temgnuiay xai
Da Empene v warevdivy Tig )y
uekétny modg v Bviedde yevov
Zy. 2 aepintwoty ;. thig dovverole Hivil-
oemz fevetod Evidg Sudouyog pé
nagaids Tviovous xal egovang éu-
nédrov Turdv xatd dov wal oxiipa
{oy. 3).

‘H nepintwoig aiity #Hea peke-
84 vao ol xadnynro® x. H. Vil-
lat (<« Mouvement d’un solide
dans un canal», Annales de
I'Ecole Normale, 1912). "H Mo
athtn dmoldtwg yevuol yapa rfi-
pog 8idet thv yevoav noppiv tov
otoeiwy 1l wivfoewg Sa v
Brantx®dy ovvapthiosmy, Tovovto.
=x. 3. rodnwg 6 w. Villat 2yevinevoe moo-

W
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yeveatépav dEdhoyov Zpyaciav tot sadnyniot x. U. Cisotti («Sul moto
di un solido in un canale» Rendiconti del Circolo Matématico di Pa-
lermo, 1909) dvagepouévny tlc thy pehéiny the xata Hemboltz xivijaewg
tedeiov xai dovpmibotov Hev-
otob Evide cuppeETEWtic Sud-
guyog (oy. 4) d¢ mpde ox, pé 13
mupeag  etdvypdpuovg  xal I
nagurlilovs,  cuvavidviog 1
gunddiov cvppetpnde Siare- V. | _
tayuévoy &g mpdg tov Alova _—_-.-__:_,___,_2@_(]3_’._._,3:
OX. (A) E-—-“‘—i"“
‘H xouyn Avoic tod x. Hz 2

Cisotti 68nysl elc @morehé-
gpata  Alay  dEdloya  wal
gEagerinfic Gnhdrnros ik nive
arouEia thg Avfioews, LR
dvalvtudiv popgtiy, Emidenti- Ty. 4.
®a tepvindv E@aguoyiv.

*Agivovies xatd péooc thv daokitog yevirdiy mepintwary tol oy. 2,
Bt Goyohndduev ut thy neginmtwewy tiic dardtewe tod ay. D dvagepopévig
el didouya mepoollopbvyy Und o otegedv mapadv p, xal W, eD8v-

Ha
V.
— (A) . Pommmmmmn
) . (B
Ha & /45/ Sillage
Zy. 5.

vodpupwv xai toparhhiov. ué orepedy Eunddiov mpooxexordnpévov elg thv
ulay & 1dv 2 sregedv napady, v u, #. 3. TO oxfipa 10D Eunodiov dmo-
tidetar olovdfimors ¥nd pdvov tov aegrooopdv Ot elvar Spakdv dni.
toloftoy Mote 10 Jevordy fv T Hvoer adrol péver &v ocvver]) Enaf petd
s mapeldg @ #ad’ Ginv v Suwdoxeiav tig wivioews. ((EEuofost évleyopsé-
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vag elg memegaouévov mhiidog megloxidv Evda 1§ taxding O Eundevifevo ue
ommuotopdy Evduopfowy yooppudy dovversius. "Ev tff mepurtdorr tavty §
mopela tiig foyaciug 0a Mo f adrdl, ahiiv Spwg poxpd).

‘I nepintwoi; abin elval npopavidg i tfig Gisewg Typol Evidg diad-
puyos T movapod gépoviog mopdforov § texvixdv Egyov moooxexohdnuévov
gic thv frépay v Oxddv (Sevdétmag noitng, mgootacia Fydng xha ) nai
ouvendg 0 dnd teyviniis dnoyewng dvdiagpéooy tob mpofifpatog elvar mAéov
| npogavéc.

O xadnynuig =, U. Cisotti da’ dyuv 107 Gmoiov Edega 1o Dépa
tolto, slpey adtd npwtdrenov xal évliagpépov nt Evelddpouve rai ne mpoé-
toeev el tHy futéheowy tiig fovosiog tavng Sud tiig dnd 1 Magtiov 1938
Emiotokdic tov, Swampivag 800 megumrdong Suvapévar va peletnddor dia
v yvoorav pedodov.

‘H nopdty replntm-
o1s (o1, A,) avapégetal
gicavveyxd o Snk.
dvev fioénov Tdvns. H
neointwotg alirn Euehe-
tidn tad tob Joukows-
kit @M udvov duatny
e uxnv didrebv tob oy,
A, dvagpegopévny eig Ep-
xédov hentdy {dvev nd-
tovg, lame} ebddypau-

Iy A, pov xoal wdderov Emi

thy  xowdduvowy  tod

§evparoc. Elg tag mepuntdoss tay-

i tag {ox. A, xui oyx. A,) ::cgoougoﬁo:

uev fePalog sl 0 mapddolov toi

d'Alembert xal ouvendg fi perécy

tiig meguitdoewg Tob oy, A, (ovve-

e &loig) Da Bvelyev EvBiagégov

Hhartopévov #x 1ol yeyovétog tov-

tov Bav ul dnapddentov, watd tag
xoarovong GHMEQOV dvTiAfpers,

‘H Sevtéoa nepintwaig elvar f
107 oy. B nal dvapéoetal elg dovveyxf Gvay dud tiig Jewelus Thg fipépnov
tdvng (Théorie du Sillage). Afn elvar 10 dvoeipsvov i ueléne uag.

Iy, Ag

1 «Théorie tourbillonaire de I’hélice propulsive» G. V. 1829,
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Kad® @ dvoréow &etédn : 1o fevordy doaviioay x 100 &1 oo dvdv-
T ué dedouévny memegaouévny taytinta Voo, Héel pstaty tév S0 oTegedv
Tageldv u, xai py {of 5) Yyodv n vijpa g wveitar dgartouévag i
TAQELY My THg Budguyoe, elra v mapetd @ tob éumodiov péypr onueiov
uvog P, dyvdorov & tidv mpotéomy, dnédsv dmoxorhdtar iva oxnpetiop
ev ouvegeiy tiv Ehevdépay | yoauuhv dhwddoewg A. Abin 3uteiveran pé-
1or wi &n’ 5o vatdvry (Brillonin) npde droquyiiv dovnrdv méoeov dv
1) fevotd, otoéper ta xolha abtfic mods 10 v Hoeuia Hevotdv xal telver
Govuntwrnds wodg wiav Sevduvor mapdinhov tf maped p,. Téoov mpog
t@ Gvdvru oov xal medg td xavdvr el dnepov dndotacty dexdueda u

L4 v e £
N dudout Exev memegaopévny Siatopdiv xal 8t § udvipos Hlowg ¥xel Gmo-
warasrady).

8. Mexvazimiois 109 mgoflrfuarog. Oewod Vypdv muxvéintog ¢
tong otudeoids modg tiv wovdda elg Giduhnoov td mediov fofic A (o1 6),
avovpevoy Eminédog povinweg xai dotpoPilmg dvide Sudouyos mepopilopé-
vng umd 3do ortepedv, etdvyodupov xai maguAriiov mapudy py ®ai ps .
To Byedv doyerar xivodpevov éx tob &n° oo dvdvit pi Sedopévny taimTa
Voo, Yyedv u vijne g miveitar ¢ dvotéom #Eetédn ele todémov Gote vir

4
" f

(AY M K i% ““““ = P
N piz o e X
(A) T

Z% Sillage

Yy, 6,

synination thy Ehevdépuy yoappny A, To Dyedv, dnd o onueiov dmoxol-
Moewg Pr wal dnfrewvo Hfel perald tiig mogeids B, xai Ths yoaupng As .

Mogamod dw Bav Zmexteive to aediov tfig foiig (A) ocuvupergdg
Be mode v mopedy w, dewpovpévny s Gfova ox, laufdve Ev véov me-
Siov fofiz A-FA’, woppfig ovppetoueiic @g mEds 0X xul tololitov Gote f
xivnow to¥ fevotol va elval ouppetgury g w0z ox dnh. eig Sdo cups
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perona anpeia M wai M’ 8ia td atougia g wiviisews elver Toa. Eidi-
wdtepov ) taxving AapBdver ouluyelc nnwde xai Exopdvag Toag xar’ dnd-
Avtov upiv. Elvar mgopavic 8t 1d diavionata - taylintes tdv Hevotdiv
arolgelov 1dv wivovpévov Eni 100 Ffovog - mageidg py xeivrar &ni tob
&Sovog tovtov tiig cvuppstplag, &v dhdaig Affrol A mapeid u, xadiotutal
voauun Gedparos; dg o Ao iz 10 doywdv medlov A, Elval #xlong pa-
vepdv Gty al yoapuai Ay xai A, sivar youppal fedpatog. Katd ouvéneway
fi uekérn xai i yvidog thg xtvisewg 100 pHevarol dv td nedigp A+ A" R
(M1 + @ + A, 0’y F @y +X,) ovvendystar Guéowg thv OGhoterii yvdow
1l xvhoewg el 10 Sodév doywdv nediov A tod mpoflipards uog.

"Allwote ral Gvriotpdpo:z, dvapepduevog eig Tty dpxNiv  tdv
Eiddlov tot Sir Willilam Thomson! évtidapuSdvouay edyepds 6mn
clploxopar &ni magovelg Svo Swaxexpiupévov mepogdv A xai A7 toU
ypol, é€rdotn thv omoiov Eyer Blaev xivnowv wal pdhiota towadnv
dote oddév orowgelov TH¢ meproxiis A va Swamepd Thv ywpratxlly yoauuny
Mg, (g Enlong obdev oroigeiov thig A’ Snh. f) xfvnoig tiis meploxfis A slvan
fi elnov ths wvioeog iy A &3 meog M, rai thvdmadv, Svvendg 8 U-
vapatl, xatd thv dndeioav doyxnv tdv eldddov, yowpig vi dllordow thy
wivnoy thg A, va xarogyfow to Oypdov A’ Ond tdv Sgov va mpayparo
mojow vhx®d; v yoouuhiv p, Um0 wopphv Swagpedyuoteg, »ai Exavepyo-
o ot elg 10 dopixdv meblov A tol Un” Bynv mpofiiuateg. ‘Erxopévs
tfi Bondelg tfic doxfiz tavng 10 medPlnpd wag petaromieron elg 1o oyett-
#dg drhovotepov towdtov 100 Uypol vhpnartog, Eni miéov § ovuustowd-
s tol nedlov Gofig dmhomowi onuavaxdg tiiv doyaaiav, &g tolto déle
dnodaydf) xatwtépn.

6. Avalviexal ovvdfxai. Aaufdve 16 anuetov O péoov tijg PiP;
®¢ dpyhiv ovotAuoatog Gvagopd; doloywviovy waotesiavdv cuvietaypé-
voov, 'O dEwv ox el xatedduvowy TV mpdg 14 xardvoy dovpntoTomv Hu-
eiduvaw ol Uyged viuatog {ox. T).

"Eotw Voo fj tayling tdv fevardv orovgelwv eiz 1o 8’ »o dvdvre,
noodrn; dodeloa xal memepasuévn, @y A oraldepd Siatopn iz Sidpuyos.
Kuid Q t6 dovpnrwtixdv elpog tod vygol vAuarog elg 10 &n° oo xatdvre
ol q thv dodeisav oradepdv mapoyhy tol Hedporog, Eivan mpoguvis Bt :

q:VDO.Qj_:l.Qg

1 B\ «Traité de Mécanique Rationelles» wi P. Appel, Tome
111, oed, 387,
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dpo? dexdueda {dMayh povddwv) Su f taxiine ol QE'UGI.’O'U glg 10 En'so
sordvre stvae Ton nodg oy wovdda.

! ‘Eav magaotiowuey Std V viv dndlvrov wufy tiig togdiyrog vu-
é 20viog Gevocol otogelov Bv 1§ Emnédip thg Ovoews z = x 41y, Sid 4 v

b
Y2 =0 M (Plan z=x+iy)

E s e it T
P ¥=q RS Ibge)
o i
= 1.

yoviev vy eynuatifopévyy drd tig wepvmios Vo pdk v xavevduvey 10
dEovo; OoX xai Bud W v pwyaduomy taytimra dni.

w=U—1V

Bvla u xai v evon af suviccdon il V xatd volg &Eovag oX nal oy, E-
OuEY TOVg udtwUL yvwotovs TiTouC :

W—=u_—iv-— V.ei?— Vcosd —1 V.sind

IMogatnod 81

glg 10 En’ oo &vdvu Byo: W= Voo,et?— Voo (a)
AY E] M a2 3 4
#ai gl T &n° oo watdvu > w=1

Al ocvvaptdosig v x»ai . Al yooupol w4 @ + A uad
s + @z + A [(og. T) glvar BéBaa yoaupal fevumtos ovvdua 88 xai rTpo-
ral, dpol bmotideran Grt fi wévipos fvoig Fye droxaractadf. "Ex tov-
tov Easrar xavd yvoowdy dedonuae e Emnédov “Y8gounyavwmfist u
i ouvdginoig 1ol Stokes y # ovvdgrnmg 1ol Hedpatos dgeider va dratm-
ofoy otadeodv tipnyv E@° Exaréoac tdv Bv Adyp yoauudv. Advapar va Ad-
pw p=o &xi tfic ypaupiic ug + @i + A; . GAAG téte i TR tiig ¥ Exi Tig
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Yeauuhs uy + @1 + M Sfov va iootUtar mpds thv Sodelsav magoxnv q tijg
Sudpuyog, xalidn Suvdper 8vépov yvmorot Dewpipatos ! i "Emxédov
Yopoungavixiig fxouev:

q = Ys — Yp = dagopd 1@V Tudv 1iig P Enl wdv
rapedv g Sudguyog.

*EE ddov 10 duvapxdv tdv taxviitoy @ adbdver — @z eivar yvo-
otdv — drapndg Eni tijc abtiis yoaupfic delpatos, Gnd - >0 péroL 4o,
"Qore 1) ouvdptnog @ Aapfdver Shag t4s Tupdg GmO —s0 péyol +oo Emi
1@v 800 yoouudv pp -+ @+ A nal pyg 4 @ + Ay .

'‘Fieddeoo yoauuai. "Av Adfwuev On’ Syiv 1o yeyovdg dn
al yoaupal Ay xai Ag elvan 2heddepor yoouuai, satd yvwotdy dedonue !
i ovvdotnols Y &g xai | toydmg V Ja Siamodor ostadepdy tpwyv éni
v yoapupdy Ay xal kg, ‘H ovvdptnow ¢ pndevilerar éni tfig As 8E Umodé-
cemg 8mep guvendyetaw W = q &xi Ay, g eldopev dvwréow. “Ooov dgopd
iy wagotnia V, dgpod af yoaupoi A xal Ay Extrivovial xa®’ dnddeoiy uéygoi
100 &n” > wardvre (Yewela foéuov Tdvng) rul deot iy 10 &’ > 10UT0 TEOG
1d xavdvre onueiov Exopsv V = 1 {inddeoic loodvvanog mpog Ghhayhy tdv
uovddwy), Eneral Su:

V=1 g1l Ty yoappdv Ay xoi dg

‘H guvdoinoig 100 Levi-Civita, Elodyw #dn, 6uol pera
toti Levi-Civita # v ovvdpmowv o Tonv xail’ Soloudv mpdg:
w =0 + 71, rai guviecopévny perd tijg w Ono tijg
oyfoemg W = e¢ xui hapufdve cvpufatinds @ = 0 elg 10 onuelov 2 =4 iy
Fvida &g yvootly w=1, "Eyo 161e:

(1) W = edo _ i@ _ ev -0
nal fxediy: (2) w = Vet
EneraL uu: V = ¢°
£ ol 1 = Log.V

O%tw guvdyopev ot 10 péyedog 1 elvar 6 Aoydprdpog tiig anod. tipdig
e toytmros. “Ocov dpopd tov doududy 9 odrog—dg elvan ngopavég &x

1 Bi. 1drom. Piana. U. Cisotti, oel. 65.
2 BA. ldr. Piana, U, Cisotti oek. 158,
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v oyéezwv (1) xai () -napiotdver v yoviavy thv oynuanloudvny 4no
1 taydinros V ustd tod 4+ Ox.

*Ex tdv dvo ovvdyerar St énl tdv yoauudv Ay wai Az Sfov v toyip
fi opéoi;:
1

61‘])\. T = LOg.l =0

Zvpnegaivopey oftw 6t f ovvdotnaig o dpeltrerva Sra-
4 b

NeT Toaypavixdg tipndg éxl tdv Erevdépwy yoaundv
}\]_ ')(a‘l ;tg.

7. Mszapopd 3@y dvalvundv cvvdnndy els sdv Hul - xvrloy
zo¥ émenddov L —[lpofaive #idn el; thy netagpopdv tdv Extedeiodv (do. 6)
dGvahutindv auvinedv tof meofAduutos, elg Bv véov eirovixdv pryabudv
gnlaedov L =E + in, &8¢ of mpotidepa va dnevovion looywviwg 1o me-
dlov tfic floewg A + B. To nedblov tolto Exer oyiipa dyvvotov medg 10
nadv #addu af yoappei Ay xul Az Exovor poppnyv &yvwoetov #x tdV moo-
tépwv xai fi dme tdv onuelov dnovorifcews Pr xai Py elvat dnpoodid-
giatog 80 Eumbdiov oyfpatog twydveos. Awd tdv Adyov toltov obdhwg
glvan Bpintdg & an’ evdeios mooodooionds tfic dvalvtudic auvapticewg
Z =z (L) tfig mitgenovong thv odupogpiv xai xard tpdnov Simhds pové-
oy dxedvicy 1ol Emunédov Hoic el Eva whewocdv tdmov to® véou Emi-
aédov § =& -+ in. lldviog 2aedf) 10 mediov fofic elvar dmhdg ouvagés,
da mooonadfiow vd dneovicw adtd ovpudpgpue el 10 EowreQuxdv 1od
fnodshov [Tl = 1, n = 0, 100 yedwwod Emnédov § =% + in. Ilodg tov
-axomdv toimov da wduw xofiow yvoorod texvdopacos.

Kad® & &édeoa, Sév Sdvapur dnd tolide v mooshioglow v oxfowv
petagd z xal T fiug éxgpodler iy sdpuocopov xol xatd tpbémov Suthdg po-
véuupov dmeedviaty 1ot nediov A 4+ B &ni 1ol fpuwidxdov [T =1, n=o.
'AMd to Dedonua tiig Undplrw: tot Riemann, pé Befaioi 8 /i axéorg
aly dxdoyer nai #Eaprdran #x tordy ubdmpétov otadepdv Suvapévov va
aposhoproddoy elg 1oénov dote 1pia tuydvia omueia 10U auvdgov tod
1émov A + B (10 ay. 7) va Exwor tag eixdvas adrdv Eal ofis Auumegrgpe-
gelas ( + 1, 4, — 1), tot Emunédov £ (ox. B).

"Av dnewovicopey Gdev @ 3 onueia P, Py xat s xawdvoe to¥
oyoot viuaros B, dwadoymds eig ta onuela —1, -F1 xai O xeipeva 2ni tig
Swapdrgov (—1, -H1) 100 fuwdwdor O =1, n >0, al Bkeidfegor yomupul
howal Ay 9 Eyowor T elwdvag abi@v g tdv dwcivov {0, —1) xai
(0, +1).

“Qaov dpood 105 magewis pg -+ @ ®ai pg -+ @y mgotidepar va to-
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noderiow tag eindvag altdv &ai tiig fue - neprpepelag (—1, ¢, +1) xai
Giroiféotegov navd tpdnov dote fi mapeld @) va dnewxoviodf éni tod téEov
(-1, My), fi g &t ol twdtov (M'y, j), Ouolwg & @y &xi 100 t6EoV
{(+ 1, My) xai 1flog § py énl vob 16ouv (M'y, j). "Bv & hawg Aékeor
W onpetov j elvan f) eixdyv 1ol elg 10 Enewgov onuelov ouvavtiicewg tdv
yoaupdy py xol py Bv 1 Emméde z = x + iy, Awd AMdyovg ocvuperplag
w0? 1émov A B elval mpogaves Bt 1o onuelov j ovpnixte Eviadda pd
10 onpeiov i, dote &v téher f) maperd @1 + my & Fxp vy eixdva adriig

(Plan L:E+L7)

&
¢ ‘
A % S
B B 5

Zy. B,

gnl tob tékov (—1, + ¢) xal §| mageld @z + pe &xl 1ol t680v (+ 1, + i)

"Av pevagpépopey §idn tdg dvadvtinds cuvdiuag, dg Séov va ixavo-
notf] i ovvdotmow £ = + 9 Ev 1d nedip A 4+ B 1ol Emunédov z, &g
v fulxvedov 100 Bmmédov §, fi ovvdpinoig { Sewpovuévn bg cuvdpimoig
e wiyaduiic pevafinific € &v 1@ fu-ndxde {ox. 8) dopsidbe va elvar Spo-
My &v 1D dowtepud tol winhov todvaw, va dmeoifetan gig 1@ onuela [—=o0
wai [={ nal xatd 1pdmov mAfov oUynexguuuévoy . TO moaypaTikGv péQog
adriig @ déov va 1eivp 1S 10 —20 Si1d § = 0 xai xpog 10 40 Sud {=-+1.
"EE &hhov Eal wig fuumepigpepelag, 7 ovvdomnowe W {cuviekestiis 1ol i) Séov
ol & Fxer Exvedfl, va haufdvy tdc €Efig Tunds :

Y=o &mi tiig drrivoe {0, +1) xai Exl 1ob 16Eov (F l,i)‘z Coaupn ke <+ @3 +us i
Y=q » » » (0,—1) » » » 2 (-1,) » AL e +1%
At ovvdfixer abtm 94 Emtedgwor — g 94 TBwpey xatwtéow —

vy mposdiogiopdy tiic ovvapriesws f (L) xutd meooéyywswy mgooderéag
aeoynanxiig ovadepds.
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Téhog & petagépupey tig cuvdinag i ouvapthoews w eig TV Hui-
amhov, ‘H ovvdpmoig w Dewgovpévn dbg ovvdpinois the petafintic € &v
t Auieixdo dpelder: va elvar mpayparog Eni tfig Siepérgov (— 1, 4 1),
ouakl) elg 10 Eowiepwdy tol Huwixhov, va pndevilerar dia L =o (8nep
dvriotoigel elg t0 onueiov z = + > + iy) xal télog 10 mpaypanxdv pépog
abtfig & déov v AanPdvy al g fimcnepupepeias (—1, ¢, + 1) &9” g éro-
nodemiinoay al eludveg tdv otepedv napeidy @1 + My xol @st g, Tpdg
dodeloog Ex tiiv mpotégwv. Elg tyv elduny nepiniwoy xald” fiv al, otegeai
magewd Py wai pa etvar eddvypauuot xal woodAAnior mgdg tov dkova ox,
N ¥ 4& AdBp viv rwuny 0 elg 16 dviiovoxa 16Ea thic fiuunegiypegeiag.

8. Ilgoadiogiouds 109 ueyadixod Svvauixod [ dv 1@ Sminéde {.
ITpbg notaoxeviv tiig ovvaprioewg £ (L) tig ixavomolotong tdg dve
Exteleloag ovvdiras Gvaywe® &rd thy ouvvdginowy:

1 1
(1) + (t+ )
fitic mhnpol mpogavig tig §vo cvvdinac : Swamesivar dpodn &v T fHu-
®onkp xol dmeplleran Da £ = 0.
Eni viig fin-negupepelag (—1, ¢, +1) Byw: § = o Evdu o =10 avi-
awgov dplopa drnd O péxor m. (BA. ox. 8). "Ev 1fj mepurtddoet vadty 9
ovvdgmnoic (1) ravrileror ué tiv:

% (e"°+e'i°) = coso

fug elvan Jeninny &ni vob t6ov (1, @) Bk Bt 0 = 0 = -;—‘— xai dpovnud)

Enl tob v6tov (-+i,—1) Snh 8ud —f;— < 0 < T
Inuewwdvo 8t f| ovvdpotnow (1)} AopBdver npds mpayuatirag woi Serindg
da ¢ moayuatndv xoi wepihoufavépevoy peralt O xai 1, xal tipdg mpay-

navixdg xat dpyntindg 51d T npaypanndy negihanBavdpevov petakd @ xal —1.
Oewod $idn thv guvdomoty :

@ Log [ (t+ ¢ ]

fi 6moia elvan mpaypunnh &ni tfig dxtivog (0, .+ 1) xai &xi vov t6kov {4 1,7)
xal &v tfj Omoig 6 guviekeothg tob 1 Aapfdver viv mv n Exl tfig Guri-
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vog (0, — 1) xal nl tob tdkov {—1,4). ‘H ovvaomnois (2) elvar 2al ahéov
Suahly &v 1 fur-wdxig xal drepilletar 86 [ =0 nal T=4 “H ovvdety-
(2) moAranhaoratopévy Bai %— Ixavoroiel Gdev Shag 1ag Extedelong ouv-
Oirag. Téhog fi [mrovuévy ovvdornarg (L) dpeider Bud L =1, {elxiv 100
onueiov Py) va §xp 10 qaviactixdy adrijs uégog ¢ loov modg q, Gvayvaw-
pilw &8ev edyepde 8t fj Lnrovpévn auvdpinowg (L) elvon:

O f@=isr Luog [La+ D]

L

Torovrotpdnwg 10 pryaddy duvapwdy f (€) = @ (£) + { ¢ {£) slvau
yvmordy GAAd pdvov £v 1@ Bondnrnd pryad g Fmunéde § xal 8xt g
noaypatxdy medlov pofis z, "H oyéoig I yodgerwr (AapBavopévov in” Synv
fu = p. €9

. . q 1 1. , 1 ..
f(Q)=1iq + ;Log. v [(Q'l—F)(,OSU +t(g~z}sm0]
fi axdun, xatdmw amhdv peraoynpatiopdv

’—1
o*+1

——
f{)=1iq +% Log.%\/ga-{—-&-{ﬂ cos 20 + L: arc. tg. | tga |

tvla EAGpdn & meoadiopiondg k tol Aoyagidpov = 0.
Xwolbovies 1o noaypanixdy pépog dnd 10 gaviastuxdy, Aapfidvopey

o) = % Log. 1§ \/p’—l— :—S + Z2cos20

(IT) 1 i_q
'P(C)=qz 1 +;—arc.tg[i—2—_ﬁtgo']

Al oyforg II Sidovor 10 wiyadudy 16V tayuviitwy @ xal v ovvdp-
mow 1ol peduatog W, &v 1@ Emnédp L Enalndeverar ebyeping 6w Emi
tijg abtfig yoapufig fedparog f ovvdommoig @ Aapfdvel Shag tdg Tepdg &nd
— 2o péroL + oo wal v f P (T) dotneel oradegiv nuhv E@° Exdoing
yoauuijs fevpatoc. Eidwde Exi tiig nagedic u; + @r Exousv ¢ =, xai
Bl thic mapelds py + @y Fyropev: Y =0,

"Ag dvabnticwpey tag Ewodasg v elxdvoy tdv yoaupdv Hedparog
B¢ xoi 1OV yoapudv loov Suvapuxod, v 1§ Emnéde C.
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- LR} q . -~ ~
Al yoauuatl toov Svvaitxod Eyovv dg Elowowv, Ev 1§
gmnédy b

¢ {{) = Ztadepd = C =1 Evla p = — sout
dndadd :

a 1 /02' + 1 + 2.cos20 = 1
T Log. 2 \/ o®
fitg yodpetu

=

(3) of + % 4 2.c0825 = 4. e

TAAN g yvwotdv, #v ) Bmméde U Eropev: o = pétpov = \/Eﬂ T e
k2 nt EY - qt

%ol cos2¢ = cos?fo — sin?fo = - =
Brnt Ben? B4y

‘Ondre fi Elowmois (3) nardmy dviwtataoctdoewg xol dmhonorioernv
yodgeTaL

p

(1) E+r )2+ 3 E -0+ 1= 4. Frn) e

‘H ogéorg 1II elvar /i élomoig elc Kapteotavag ovvietaypuévag £ xai
1 v 1§ Emnédyp {, 10y xepunilov - sixdvov 1Ov yooundy toov duvapixod,

Al yoapnal feduarog Frovy og #Elowoy fv 10 dmnéde §:

W (E) = Zradept =k #vla k =0,........q
dnhadiy:

1 oi—1
il tg, | So— et =k
qi1l+ - arc. tg [g’+1 goJ

fitig yodoperan

ot—1 m {k—q)
.t . ==
arc. tg [02_‘_ 1 tgo] q
fj dndun
0i—1 n (k—q) "
4 vtgg =g ——— — A Fvla A =0,iion - >
(4) oy 1 =18 _
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*Aviviadiotdvees elg v oxfoy (4) 10 ¢ did tiig niuiis Tov \/E’-{—nf’ xal tga
Suix —gv hauBdvopev :

n(E+ w'—-1 tg n (k—g)
E(E+ n*+ 1) q
fjrou vehindg :

(Iv) 7 (Bt n'— 1) =2 (102t 1)

‘H otéows (IV) elvar i BElowows el Kagteaavdg ovvietayuévog &
wal v &v 19 Emunédy T, vidv noumdhov — eindviov tdv yooppdv fetpatog
7 tpoyimy Td@Y devotdv aroiyeiwy,

“Yrovosivar 8u vdoov €ig iy &Elowow (LI} Soov xal eig v (IV)
Séov vi Angddor ta tuiuate @y xupaviov tovtwv T negihauBavipeva
#v ) megwoxfi vob fue-winhov [§) =1, n=0.—

NMagawnehicers éxl tHe o). ‘H svvdptnog off) Bewgov-
pévn &v 1@ Atk Opeider: va elvar mpoypaum) Exl 1 Suauérpov
(=1, + 1), Spohf el to Bowtegixd onuela tod Auudxkov, va pndeviletan
S E=o0 rai téhog &ni tiig Huwmeppepelug (=1, 4, + 1) 10 mpayuavixdv
adtiic uéooc D Béov va elvar suvdpinoig nemepuopévn xol ovverlc (Eaipé-
oel EvBeyopévog el menepacpévov mAfidog onueiwv). Aodéviog S Gue:
w=e—'¢ ol ouvBfixon (a) toD dp. 6 ¢ Daevdunilopev:

We= Voo e-0 =V Eig tb ' = Gvdvt!
(a)

w = 1 » » » » Aotdvo

Enfdilovol mpogovidg

o(j}) = w(f) = 0 + ¢ Log. V=
(a)

‘H ouvdoinois o) slvar noaypatind 2ai tfic Sapétpov (— 1, 4+ 1),
ovvendg Bvvatar xavd thv “Apyfv il Schwartz, va émexnvadf
Gvalviindg &v 1 fumdde ) = 1, 1 = 0, St ovuuetowiic mpoe-
xtdoewg 10U Jewpovpévor fuwdrhov (oyx. 8) &v oxfost medg tov Gfova OF.
Avvdpeda 8dev va elmwpev St | suvdpines () elval mpayuatiny &xi tod
moaypatxol GEovoe ®ai Opodty elg 10 dowtepuwdv GAhoxifdpov tod »d-
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xhov Jf] < 1 xnal 8uu Barngeivar memepaopévn xal ovverhg #ni tiig negt-
gegeiag [T = 1 (BEaigéoe Evdexopbvarg eig nencgaouévov mhiidog onueiwv).
Swnowbuevor Exl thv dvotipw Bxredéviov Hd satopddownpey edndhog
v mwpofduev glg vov mpaypauxdv ngoadioglopdv tijg ouvvagricews tading
w(C) Svav dod{i § ovyrexopupévn popen tol otegeot Epumodiov (BA. dg. 14).

9. Ievixny Aoes. "EE dnoléoewe 10 Oevordv xivelval évide tiic Hud-
ovyos Eminédwg uovipeg ®ai dotoofiiwg. Avvdpeda §9ev va épagudowpev
gic abtd v yvootiy depeiiddy Eilowawy tiig "Emnédov ‘Ydgoduvvapunfis ! :

df ‘
(1) w= g7 = gie
Ongdev
dZ = ei“’ df

Hapaywyifovies G meds & v oxbowy I wod doud. 8, Eopev:

(2) z= 3 g0 T2 &

‘Edv xohéowpey z) = X, + 1 ¥1 v pyadiy  ovveetayuévmy tob
anuelov Py {oy. T), &yoviog g elwdva eig & Enlnedov { td amueiov

{ = —1 xai édv dhoxdnpwawpev thy oxfowv (2), AauBdvopev:
: £ 3
__q i i___i d_
(V) ‘“‘“::f" 61 ¢
-1

Eddig &c yvoody 1 ovvdptnois o tiig netafintiic £, i oxéog (V)
Od Ixppdly — »otd Td yvword — THY odpupog@oy Aal xatd todrov Sinkidg
uovétipoy dnewdvioly perall 1ol mediov pofig A+B tob Emumédov z xal
tob fjueinkov I < 1, =0 tol peyadkod Emuxédov [ =E + in.

t B, Idr. Piana U. Cisotti, oeh. 61,

WYnoiakA BiBAI0Brkn OedppaocTog - TuAua Mewoyiag. A.MN.0.



296

AN oxforc (V) mpodwupe Sik viig Epapuoyhic thic depehadove
#odeewg tiic "Exwnédov ‘Ydgodvvauuic, Aapfavopdvov vn” Spw tdv ye-
vixdv ouvihgrdy tob mpoPAfiucrog Avvduedo 8dev va elmwpev 8t 1) ogéog
(V) dmovehel thv yevixnv Adouy tiig &mnédov povipov xai dorgo-
Bitov Hrvoeme Evdg tehelov xal dovpmiéarou devarod Bvidg dudguyog Exodang
v popgiv tod 6. 6, &uén d¢ dd demorwdf év 1olg xarwtépwm, ydpig
elg abthyv Ba xaraori éputde 6 Umoloyiopuds Ghwv tdv gaguxtnpoTix®dv
ororgelov viig xvioewg &v tfj Umd peddeny mepurtdioer.

™ yeviy Mgt (V) elva adaiperog eig olov Badudv xal 4 gvvdp-
moe o(f). "Ev dAaw AMEeow g ndoav ovvdptimow o(f) Guakiiv Ev @
wixh@ [t < 1, moayparwiy &l tob mpaypavixol d&Eovog, dvuiotougel pid
xiviolg @valvvindg Svvarn.!

Hapatnooduev téhog dn i oxfors (V) éxopdbovea tiv evupoggov
nol watd tpdmov Sunkidg povouipov Gmewxdvioy peraby tov mediow A4+ B
xol tol fjpwindov, slvon ouvdptnog i mvnndls xaraotdoews ToD
Gevatob,

1*0 xodny. x. H. Villat évsfaduve elg ©o Lhrnpa tiic nokharhétntog t@v
ragadextiv Aboewmv B v abtd dundduwv xai Edecev sig @dg thv dv Aéve dmepiav
aboswv Bxi dndod mopadeiypasog: dedputog dreguoplotmg Extewopévou pd Epmdbiov
ouyxeipevoy &x Bdo Aemtidv edduypdupwv Tageidy
oxnuanitovady xohdinte medg to gelipa.

*Avaidyme tiic tornoBetnocws rob vexgol on-
peiov O xai tol oympatiopod § Oy tiic yoopuiis
A, ngoxintovar Didgopor dngoobiopratian, (BA.
«Lécons sur ’Hydrodynamique» de H.Villat,
1929, page 91, d¢ éniong «Apergus théoriques
sur la Résistance des Fluides> tob {8iov, aed.
93 - 101},

‘Ex tiov v peretddv tob », H. Villat ngo-
xoxees 6ty Bid tivag werdberg fotw xal Emhov-
otdtag, Undprer dmewpio Adoewy Suvapdvav va
yivwor dextal, TO vé yvwgily tic ouvenids, noia
£E Shwv tdv Aoewv todtwy, dnaody nogabextiy
Bid td adtd éumdbiov, elvan f) xahlitége Gnd guowiic dxdyene slvar [Roqpa hemtd-
tavov. Thv ofjpepoy 16 Lirnue tobto elver Gmhdg tetmpévoy &v tif “Ydgoduvapxii
wel Gy dedupévov, *Andyerg edotadelag fowreguufic xal iEdBoug 8 Emupéypwowy
avopqmfohas — xatd Villat — oy nhign Swadedxavory tob ngofiipatog todroy tiig
Puoixiis,
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YIIOAOTIZMOZ TQN ZTOIXEIQN THXE KINHZIEQZE

10. "Expgacis otepedy mapeidy. “Iva f petafinth) z yodon tag
atepeag mageldg Goxel fj § va Swaypdey iy fumepipéoaay (— 1, 4,41} §
axoBéategov : Grav i € awveiton dmd —1 péxpr + 7 (BA. ox. 8), § z yod-
@eL v magetdy @y + . dnd ol anuelov Py pérol ol onueiov En’ oo
dvavie, “Opolwg Gvav i T yodoe 1o téfov {—1, + i) 10 onuelov z yodga
Ty NUpEIGy &g + wg Gnd tob onuelov Pa péyor 1o onueiov &x’ > dvdvil.

"Eni tfig negupegelag yopev: [ = e wt O=zog=z=n
Zovenddg f) oxfars (V) yodperal:
a a
. 2 ising 1e' do qf .
l =3 iw . = — = e tog do
(1) i-n :tfe 2 coso e n g
E x
‘Eav eig thv oyfowy (1) Déowpev: ® =34 it
21 =X+ 1Y
Z =X + ’; y

xol 8av ywelcwpey 1o tpaypatixdy pépog Gnd 10 Quviactxdy, rapbdvopey:

a

= X1 — i‘j e"_fgc cost} do
n
x -

(VI) \ e .
Y= ¥1~ '%f e tgg sind do

E 4
JT L1 rd ~
Al oyforig (VI) 8ia G E£0<n elvan af nopaperoat EElowotts 1fig @y 4 nt

» 0 3 » » » » @& 4 pi

14

0>

N‘";]
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- To ovorgeiiddeg tdEov tiic mapeide 100 Eunodiov elvau:
(2) do = Vdx* [ dy? = —2— e tge do

xai ) xapsviding K tijg mapardg vot Eumodiov da elval :

1 .db . dd
K= T:a:—- [+ COth Tag,—
‘Ohoxknootvieg thv oyéoy (2) eboloropsv:
a==o
q
&=~ | e*tgo do (o1 =0 <7)
i [ Sl
(VIla) o=0
@ = ?qfe" tgo do 0z 0<c 5 — 0y)
g==0

Al oyborg VIla dxgpdfovot td ufixn tdv tofav tév Epnodlov
@1 ¥al @s, v meplhapPavopévev perell onuelwy Py § Pyxai -
1évrog onuelov tiic @1 % @ .

Kad® Suotov tpdmov eliploxopsy 1ovg timoug:

g==0

q [ ks
u1=;—Je‘tgudo (61}_092)
g==gy

(VIib) gemg
Hg = %—J e* tgo do (n—al =06 _432:—)

G=—T=01

olriveg 8idover td pixn 10v tékav tdv otepedv mageldv ThHg didpuyog
up #ol Mg, t@v neguhapPavopdvov peraly 1V onueiov My ff My xai -
10vtog onuelow.

Elg tovs vimoug (VIIa) xal (VIIb), o, elvar 16 8pioua 08 onueiov
M’ eixbvog tol onpeiov M tob ox. 7. Od Bwuey dhivov xarwrépw v
onpaclav xal tov Hokov adrod.

WYnoiakA BiBAI0BAKkN Ogd@pacTos - TuAua MewAoyiag. A.MN.O.



293

Eig 10 xepdhaiov thg "Avriotdoews 8 dodf dvatvrixndg droloyiouds
iy unudy @ §) @ .

11. *Enppaois @y élevitdowr ypaupdy A; xal ;. "Ovav # T
yodon tv dudpetgov (— 1, + 1), @ petafined z Siargéyel tag EAevidépog
yoapuds Ay wai Ay §i dxouBéoregov, Brav i § perofdhheran dnd — 1 upéyxor
0, | z yodgper v voauudiy Ay &nd tol onueiov P; wéyor wof En” =
tvdvul xal 8tav i € Swarpdyp viv dutiva (1, 0) # z yodper v yoaupty
ha Gmd toU onpeiov Py péyor tod Ex’ - xavdvru

"YaevBupitovies Ste z; elver #i uiyaduxd) ovvieraypévn tob onueiov
P;, 2av z elvat toydv anpelov, 8x tob timov (V) AapPdvopev:

4
_ WUl &
cmu+d fee T B
—_t

Siud € moayuordy xai meprhapPavdpevoy metabd 0 xoi 1. Xwpifovieg 1o
Toaypatndy pégog Amd td gaviaguxdv towoltov xat Aapfavouévov Bn’
SYw Gt /i @ Bratnoelton mpaypoated, dua T mpaypanxdy, Exopev :

4
g (-1

po cosw —-
—1

= nut+
(VIIIa}

s
g (¥=1 . ~di
Yy = y1+afﬁ_—1— SLT100 T

o16 T moaypanxov xai megiiapfavipevoy petald O xoi 1,

At oyéorg (VIIIa) elvar af napopstgwal #Ewmoeg tiic Ehevdépag
yoapuiis A ‘Eviedde dvardywg xuholvie; za = xXa + iys 10 onueiov Py,
ehpionopey ;

g
o [B1  at
X = x4 “ﬂ ] Cosay z

(VIIIb)

3
PRI |
y—_-yg-l—ﬂijcg_*_lsmw i
1

dua T mpaypatixov xai negilapfavéuevov petakd O xai + 1,
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AU oyfoeg (VIIID) elvan ol napaustouol rodoeg thg Ehevdipag

yeauuis Aa
Té ovouerddeg tétov diy elvai:

(M d= VEET Ay = |d2f = leo] (df] = Idf] = [dg]

xok ) xopmuddng:

1 dod dd a  B-1dd
1 dg

“Orav §) T duargéyn v Ehevdépav yoopuny Ay Gnd tod onueiov P,
npds 10 Ex’ se xavdvty, R { yodpe tov mpayuatxdv &ove dnd vob on-
uelov — 1 péyor tiis &oxiic § = 0, xai f| ouvdorniog p SnA. 10 moaypatiwdy
uégog thg I adBdver duwpxdg dnd tig ninfic T = % Log. 1 =0, uéyo

g nufig . Katd cvvéneav Showhnpodvreg thv oxéowv (1) Exouev:

' 1 1
h:w-m:f—fl:%Log.[E(z+—;—)] (—12%20)
(2} . |

‘Ouoimg 13.—=¢p-q;g=f—fg=%Log.[~2—(i;+—c-)} (0=C=1)

Al oxforg (2) 8{dovy td pian Ay xal Xy v w6fwv t®v weokapfa-
vopévary petatty Pr §i Py aai tugdvios onuelov. :

12. Taxdwnses. 'H yvwaoriy oyéow :
W oo gl

apoosdiopiler thv wyaduny rapdimta W ouvaprioel tijg gvvaptioewg o
ol Lavi-Civita (0 =90 4 i1). Eddlg @3 fi ouvvdernog o (L) yivy
yvwort], fi oxbolc W = e*? Ja ddoy vy tagdmra g o dninedov { xal
Bid uéoov 1iic yevuiic Meewg V tob do. 9 tiig Exgpoulodong thv olvppop-
pov xal xatd tebmov SumAdeg uovétipoy dxemdvioly petald tdv Emafdwov
z xal {, Dd AdBopey tag GAndeig taxlinrag 1@y fevetdv orouyeiov Ev 1
Emnédy wviicewg z.

13. diavoud 3@ miboewv. "Eorw p 1 nieoig tol dypod eig Ev

wydv onueiov toV aedlov A + B nail pp i oradepd mizows 100 Hrustol
k] F4 v 3 r ’ - 2 C
£l thv Tjgenov xat adardpaxntov {dvyy 1ol Sranévov (C).
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‘H aieog ality pp clval § oratxsy nicoig 1ob tygol v fpeniq fiug
aviiotoixel el 10 Bdpootatwdy Eninsdov Enl tod Omolov uekerdusy v
#xivnow. Aodéviog 8n # oo elvat povipog 1 dewonue b Bernonilli
AapuBdver thv £Eiig noppiiv:

Eav V elvar §y tayding évig tuydviog omueiov Eyoviog miesv p, 1
tagving oV E&n° o v 1 flofng Tovy onuelov &v tf] omoig # nfeog elvan
Po {otadepd) elven G¢ yvaollopsy V =1 (indé9ecig looduvapolioa modg
aMayfiv tdv povidwv) xal 16 Jedpnpua 1ot Bernouilli 5iden:

1 1
P+?V2=Pn+§'lgzcte

drnov C = ovadegpd #ovoa thy aby tuny &g Shav 1oy Uyedv vnudiwy,
&’ Joov f ovoi £ival uévipos. Suvvendg Exopev:

(1X) P=po+ 5 (1 -V

‘0 tinog (IX) diber thy havoulyy tdv tayvritov ép’ shondigoy tol
nediov tfj; Hofis, Orav §) tayvims V 1o fevorod otougeiov elvar yvword
(do. 12). Iagangotpey Ot i nieowg tob Gevorod Etaprdtal dnoxdewotuiig
wat pudvov &x tijg xvnTinfic natactdocwg abtod dg xai tig vdpooTaTilg
ovaleglic miéoewe &v tf) fiofny Covy 1o Sanévou.

Yrevdupito téhog St edeotan va nadeltar dvvapixh nieoig
| moodtng :

1
:

PP=p —po = (1 — Vi)

dud tov AMdyov Bu, ¢ ebndhws 8 Umoloyiopol diwamigroltal, alitn elval 1
udvn divapuis fitig yevw@ ty ddnoww &ri tol otegeol Eumodiov, tiig P,
£xovong mdvrote émgoofy undév, !

14. Hpoyuazixds meocdiogiopds i ovvaprfoews o (C). Ilgiv
fi ouveriowpney Ty pedéimy pag, moparngobuev Ot el mdvrag tovg wéxol
t0ide Angdéviag timovg oltiveg Sidovel 1d orowsia tHg uvioswg elofoyretal
i ouvvdotnows w (T). To Shov nedfAnua dvdyerar Gdev Epetiis els v xara-
oxevn)v i Yepehiddovs ravtng ovvapriotws.

1 BA Idr. Piana U. Cisotti, osA. 169,
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IIpds tobvo:

Yaevloullo 8t fi o &v 1@ Enuntbe T dgeldar va elvar moayuatiuh
&ni viig Swapérpov (=1, + 1), Suadh elg 10 Eowtepundv Tob Hundxhov, vi
undevitetar dud T =0 xal téhog &xl tiig Muinepupepsiag { —1, 4, + 1) 10
noaypatndv pépog adtiic ¥ (= vwvia tfig taxdrnrog V perd tod + ox)
déov va AapPdvy plav diadoxiiv tiudv dodewsdv & 1dv mpotéomv.

*Avoyvapito edyepds du § @ slval wia ouvdptnowg Aovea to mpd-
fAnpa tob Dirichlet &v ) nixdg. "H ovvdgtnowg alim Sdvaror vi
npoodioplodf dud 10U #hacowol timov 1ol Schwartz &g oltog persoyrn-
wotiodn a0 ot wadny. x. U, Cisotti Sud ofiv negintwowy xad’ fiv i &
1@V ngovépav Sodelon dwwdoyxy tudv dvagépetar elg oradspic Tipde ®ord
wiuara t6iwv mepupegelag. (BA. Idromeccanica Piana, de U. Cisotti,
otMg 19, timog IV). 1

Méyor 10de Omedétopev 8ti 1o otepedv Eunddiov elye oxfine ruydv.
“Iva ¢ mpoaSiogiopde tiis @ xataoti Egutdg elvar dragaitntov va dodf
10 oxiue tod Eumobiov.

"Ag tonodetnIduey eic thv neplnmrwowy €vdg Aemtod — edduypdupou
{lame} 2unodlov Ond tvyolaav yoviay a, dviiotoyofouy medg v cuwidy
mepintwow tiig Texvuntis, fvos mpofdiov i toiyov edduypdupnov npoonexoh-
Anuévov elg v £tfpav tGv nagady évig motapod §i mde dudouvyog. Kata
tatte i dwdpvE da &y v Sudraby tod oy. 9.

Oewo®d {ox. 10) thv fuineowpéoeiay (L] =1, 1 = 0 1ol wyaduxod
tmnédov € =E + iy, wv onolav Suoug® sl 4 udgn Sk v onuelov:

in
Lh=eme 1, G —ei, fg—e?, lg—eilwo yul b, —e¥o — 1,

Zm®d plov dvalvtoaly ovvdptnow mingoloav tdg dutedelong ovvii-
wag ®al tiig Grolog 10 mpaypatindy uépoc 9 va Aapfdvy v otadepdv ti-
whv 91 Eai vol tofov (—1, Gi), thv otadepiv tuny O3 éxi vof vdbou
(€L.Ca), thv otadepdv tiuny 93 Eal ot téEou {Ca,ls), nal téhog tijv otadepiv

1°0x H. Villat énédvoe vd npdfinpa tot Dirichlet év 1@ xuxdhind Saxwwhip
ddong tov gepdvupov tinov it tdv dAdeuttidv guvagrtioswv (B, Ay, Lécons sur
PHydrodynamique page 20) 10td" dnep énétpeype thvy upedéeny ouvderotépov xoi
ROAUTAOROTEQIOV TEQLITTAOEWY.

‘Yrevlupito tiv éxgpdvnow tot ngoPifinatog tob Dirichlet. «Né& mgoodiogt-
ol pla dvadvtixn ouvdginols — Edv Drdpyy - onari elg td Eowtagixdy Evidg wixdlov
fi &vag wunhixob Baxwvhiov. tiig dmoieg td moaypatixdv pégog va AopBdvy éni tof
(/) v@v) owvigou, Bradoydg updv dobBewodv éx t@v mgotéguvs, '
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. Tl & énl vol tétov Ly, 1). ‘H ouvdgrnog abm, xad’

)" & EAéygdn, Bide-
tal ond tov tomov IV tfig Idr, Piana tod U. Cisotti:

(A) oft) = 9, + —Z 9+ ~th). Log. =2,

AM" f| euvdotnoig atiry, dg etdouev elg "Ag. 8, dpellet va ndvngol
tag avvdiijxag.

(o) @ (i) =i Log. Voo
(8 ) ©w(0) =0

altives yodpoviul, pev Gvttardoracy thg o Sud vilg uufig g &x tiig
ayéeewg (A):

n-1

) B T 2 : (Untr — 9y) Log. L _'_Eh —iLog. V=
x b 1-¢Cs
L

n-1

6 9, 4 _:? Zh (On¢: — 95 Log. (= Ta) = 0

*Eav eic tdg oyéoelg tavtag Howpev Iy = €' pe h = 1

, 2, 8,...n=1
Eyouey

| a
p —

ad . (oh
i sin —
(Cl) '81 -+ — ('ﬂh-l-.l— ‘ﬂh) I.Og. - =
n Zh
1

2 ;
=1iLlog. Voe
Ob T
sin 5 + I )
n-1
9 ! (0 ) o
@ [O=—g Y Gw—to
1
Ak thv nepinvwow tov of. 9 fv ueler®duey, Exopev:
n—=4 = —Uy=nu
dg= =20
"Opolog: ay < m, G= 5 Os=%—0r, o4 =0
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nai Lo=—1, ‘t1=e‘°1,Cg=i, ta:—e":u:-—-t]:—;c,i:l
-1

ométe 6 wimos (A) yiverar:

1

o ®= %+ uni) Log. $0
1
t—is L—1
——a 4 b g(ﬂz_ﬂl) Log. R + (93 —9,) Log. 17
+ (94 — 85} Log. f:édc

_ ta €G-80 +5%)
=-¢+ T LB i sy

fitor év téher:
ey (G- +LY
B o ®=TLog e Ha_ty

Al elvan 1) Inrovpévn ouvvdpmnowg o (C).
"Enaindetetan ebyepbic 8u f) oxfoig (B) mhnootrar & tavidinros.
“Qaov dpopd v oyfoiv (a), adrn dider:

il sin (95 -I)
2 4
Log Vec = % Z (Bupi—Bs) Log ——~ ———
4 .

2
T _ 0
. EY a S (‘z- 2 )
A h=1 Exopev : — — Log.
© T i (24
4 2
Ad h=2 EYOMEY : 0
. fO03 X no n
o n(3Tg) o = (F7)
A h=3 Byopsv 1 — log, =_— Log
T sin (‘-’i +£) T sin (n_-o_; i)
2 4 2 4
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Ilgoadérovreg evgloxopey :

oV Lag G-3)e=(3+3) . Log_tg(ﬁ_‘%)
T ) G (s +Y)
Snddev AauPdvousy :

AWM &g yvoordy : q=Q Voo = Q

5 Voo 3=

DoTE a
xai i oxfors (1) yodgerar :

PERRAND
o 1 wli-3)
(2) o Nl I
(g +5) |

‘H oyéog (2) ovvdéer 1o dyvworov Bptona oy 10 dviistolyoiv elc 1o
ebdiyoaupov Eunddioy Hmd xhow a, pé vi dedopéva tol mooPAfuarog q
ol Qp . Avovieg G0ev thv oxfov (2) g noeds o Exopey 1o Sooua o, guv-
aptioel tov ¢ xnai ) . Ipdypan Exouev:

NERCINES

tg(%—%) 1 — singg =(q )—E
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6nddev :

(3) singg = —————— —

dnd. Ev tihn

1 (L . x
(4) oy = arc. sin M’; R V:oo
e Vaoy
t+(g;) tr

'Eunédiov xddervov. Bl thv elduiiy neplxtwow 1ol ebdv-

0 - ’ kL]
vodupov xai xkadétov Eal v xavedduvvowy ol Hevuwrog Eumodiov o = =

xai 10 Gowopa op Siderar:

(8) . 1—(3_.)3 L1 Vi
iy = arc, sin T o= arc. s\, T .
* te () e

Maparnootpey drv 10 Splopa o #aprdrar Sy pdovov &nd to mhdvog
Q, tiic Subpuyog xal tiic yoviag a 1ol Eumodiov pecd tod 4+ ox Snh. #x
vempuerotic Siardlews 1oV medlov fofig, &AX Eaprdrar Enlomg xai dxd myv
aogoxiy 4 tilg dudguyog Snh. xal &nd iy avnreaiv xardotaowy tob §Ev-
otol, 1ot Saep oVddhws fito mpopaves éx tdv 1 otépwy,

To Spropa op elvan 8dev pia aradzod §1° dowadvny meplntwowy 2ai
ratd cuvvéaeway to abod oupPaiver S t0  pyadudy Gpdudv § = eisl 1ov
dnotov f¢ wakbow Eqelic «ycpaxtnoiotixfny otadepdvy tol
apofifdurogs,

Znueadve 6n 4= 1.
15, Tcouergixal [Sidinveg vHv Eleviégoy yoauudy A: xal ;.
"Efeibauev el tov "Ap. 11 8§t 10 pfinog 1wob wéfor thg Eevdépag youy-

ufic A fi Ay — thv Gmolav #pelfis 94 magwotdve dd A — 1ol megihapPavo-
vou pecabt 1ol onusiovw Py # Py rol tvygdviog onueionv elyay ;
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(®) be d Log [+ )]

onédev AauPdvopey Emidvovieg g mooe L+ -

g
<k
g

1
(1) E+E:2e

*AML Bx the mpogavelic oyfaemg :

(c—%)L (C+%)2—4=4e£:1£_4=4 (e?”l';i~ 1)

npoxvner ;
1 md N
2 t—.f_—_:?\/e‘l—l:?\/Ag—l
=
tvla Evédn: A=end

ITgoodérovees xatd nékn 1ag oxfoeg (1) xal (2 Exopev:
3) L=A+yA 1
‘Ag’ Ervdpov ) naunvidins tiig yoaunfis A diderar (BA. &p. 11).

rr_1dd

1
W K=rTgtriaw

by
Et

‘AN 8g° &xavépag TV yoauudv A, fi ovvigmows w () Swxrnesita
noayparin Snh. ovpuninter pé vy 9 (= yovia th; vogdore; V ué +o x).
Zvvends

dd _ dew
at - dt
Etdouev 8uwg (dowd. 14) 8ue:

a0 (1450
o=zl ey o
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tvda . elvar f yapaxtnolonixd otadepd tof mooBAduarog dmh. piyadixde
Jownd; otadepds. 'Avagepdpevoc elg thy yevuav negintwoy xad’ fv «a
elvar tugoton ywvie, Eyw:

40 _do _ d fia (@0 (1+5Y
T E&"F| ot (-50

:f?‘:. 4 Log. (=0 +5.0 —

& Log. (L+ 1) (1-L) |

dE

*Extedotivieg tv dve magay@yiow xal dnkomoiolvies edgloxopey :

dd deo ol 1 1
T=EX " 4 licgo ool

wal guvendg fj wapavkdine tol tékov A, da elvar cvpgoveg 1@ tine {4):

1
1 x CC T mﬁl[ 1 ]
o q 1 = I—C"E'_ -0
C+f
i dudun
L
1 _day 0 T 1 1
(5) —1'_._ q c+%[1_tjci_ C:_t! ]

"A¢ draleipouey Hdn 10 § pewald dv oxforov (D) xail (5). Ileds; toito
I ~ 2 kY 1 . \ -~ - 5 a e
dviuodiot® =g thv (B} : T, C—? ®Kali C+—;— Sua v updv avtidv Eny-
névav B tév (1), (2}, xai (3) xai Bpo:

1 ek (A+VAR-1) VAL-L l’ 1 B 1
T L Ty W e R Wy O
7 dndpy :
(6)
1 daty | —

1, -~ [ 1 1
A——)4+vVAy /A
A= \/ A _’l_ I—GIA VAR - (A4vAT1p]
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xal Ererdd

1 xh _h

A - —ed4_e9—9co0sh -———2h—
A yp. q q

fi oxéoic (6) yodpetaw &v téher:

; T L18 — =
(X) 1 _ el o Ty eﬂ"q\/echﬂ .
rq ‘_ q q

1 1
1 — tl 6(“1 —]—\/e?_ﬂ‘l}_ 1)2 Cf-(e,%+¢eﬂ%;é_ l)g

‘H #ioworg (X) elvar pia éx’ eblelag oyforg petakd tiic roaumvhé-
mros — zal val téfov A, ovvendg avtn elvar § pvowxd 2E(-
cwog tiic hevdépag yoauuse A

|

Magamed 8u d1a A =0 ¥ : 1
T

o 7‘ ------ oews Pr xal Py f xaunvAéng undeviteran.

‘H Bevdépa yooappd yevdtar dpanropdvac
Y

=0 1.£ elg vd onpeia Groxodin-

@ edduye. dunodly (ox. o). "Ag évaln-
thowpev el molov &Mo onueiov § xap-
xvhding thg A elvar pundév. Ilpde toito
yodpw thv Elowoiy (X) dxd thv popgiv:

Iy (o)

A
@ ge g |

1
P ﬂ
: ach & -l—e q

q

Hepaywyitw v oréowv wwimy dOg medg § xal undevilo iy napdywyov:

et 2t
oy ~m-or

& ol moowdmter pio Mo [=0. Ofitw dud {=0 dnA. elc 10 En’se nardvrL
| nopmvddine thig Ehevidéoag yoauufic undevilerar 1oid” Snep onuaivel Hu
fl yoauud A telvel va yivy ed dela eig 0 80 wardvL.

‘Ev tfi &wodon (X), & elvae §) yoooxtnowond) oradepd. A thv

gidny  wepintwow a = %. f Elowag (X) yodperar
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- — “a‘ ——— -t
i:z_ngﬁ 2¢ch ‘1’54_@7;“2011@ .
r q L q q i
- t 1 -
T S S Y
l 1—tf(8‘*+\/e“—1)2 go(ev eq-—l)_
\ i - PATE L 1_Ve,
ne §; = el — coso; + 1 sing) = T Vis + 1 1+V§

fAvalviux® poooih tfic puvoinfig kvodoeweg ‘H
guownhy ttlowoig (X) Eugaviletar Ond poopiiv wyadueiv. To mpbdrov
uéhog abific &g mpaypatixdg douinds dfov va icoltar pé ©d moaypatixdy
uépog 1ol devtépov péhove. Elvar 89ev dnapalinrov vo yweicw elg 1o
20v pélog, 10 mpoypatdv pépog dnd 10 paviastndv towoiitov.

T1pog tov oxomov tolitov, petaoynuatilo xat’ doxds Thv napdotaciy:

. 1 1
M= zc.l. [1 —;f_t’ -CT —l;s]

mogamedy Btu:  Lf = (cosoy 4 ¢ siney)® = cos20y + i sin2a;
"By :
T 1 1 T
M=il '_(1 — 3 cos20,)® — isin20,.L  (cos2ai—LY) 41 sin2e,

it J {1 — 2 cosloy) + ¢ 5in20y.07 (cosZoy — L) — i sine, -‘
=11

L (1 — & cos20,)? + sin®20;.08 (cos2o; — LF)F + sin*2oy

*H dndumn, yopilov 10 mpeynanxdv uépog 4o 10 @uviasTndv tot-
ovtov xal dvimadotdy © & Sud tiig nufig rov: 7 cosey — sinog :

M = (i cosa;~sing,) %

_ 1 — cos2q, 12 _ cos2¢g; — {2 3
(1L cos2a,)® 4+ Tt sin®20;  {cosZa: - L2 4 sind2qy

N ¢ sin2ay sin2ay ‘
T “(1--"‘I cos26 P +t4sin?8g,  (cosay + [2)* + sinlay !
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To mpayuatindv péeoe tiic M yodpetat moopavi :

—sing; (| —{F cos2a1) sing; {cos2a, —(F)

M; = (1 —Ccos2a,)®+-Licos2a;r)  {cos2a,—{A)4-sin¥2g;

_ t? cosoy sinlay _ cosa, sin2a;
(1—-C%cosZar)?4-{sin®2a;  (cosar —[H)2—sin®2e;

7 xdun :

—sing;—C? sing; cos2e; —L? cose; sinZa;
- {1 ={*cos2ay 4[4 sin®2q,

(MM =

sing; cosZa; — cosa; sin2a;=L? sing;
(cos2a1—(7)?+-sin®2q,

*AM Egopev: siney cos2ay—cose; sinZei=sin {g:—2a;)=sin {—a/)= —sing,
xai: (1=Tcos20; )2+Usin®2o1=04—2c0820; [+ 1=(C®—cos2a,)?=sin?20,
opolwg : (cos20—3)2+sin?2g1=14 . 2cos¥0, {2+ 1=({*—cos2a,)2+sinf2e,
Kai § agfowe (T) xatdnwv dnlomouicewv yodgetal:
— ) 1 _
= --si Y P R S S

M, sing; (1+C%) | §_2Uicos20.+1 | LAi-9CPcoslar4l_

_ 2(148Y) sing,
= 7 (t—cos2a,)— sin¥20;,

*Avaywpotviec dno v oyxfow (D) ypdpopev:

I % . Lt 1
T'— ’El— SINQg) (1+C )CCE-}—]. (t‘—COS'.)Gl)EJp Sin2201

not:
_ 2a siney (Y
q (t3—cos2q; B —sin*20,

8 =

TAM Eyopev: L (C-1)=L({— l) = (A+VAaT1Y 2yATT

g
Katdmiv dviaracidosme elg thy (8) abim yodgerai:
1 _ _ dasing \/A*_l (A+\/A’_—1) -
r q l(a +\/F::f)‘—005201]2+si11g201
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Ny

woi &v téhey, 81" dvtinutaordozwe tod A Bmd tiig Tupiic tou: e

\/—@ A !
1 4a sina, e 1 (eq_\/e q_i)
r

.3 I \3 ] T
(e 4 +\/e 9_ 1) — cosE'd;l + sin*2a,

—

‘H éticwoic Xa eivar §§ dvaiviixd guoixi 2Eiocm-
oug thig Ehevidépac yoappfic A, ouvdéovaoa ax’ evdelag thy xap-

’ 1 Y . Id L] ’ - L) - S » r
ruAdtyta - METd téEov A, anndhoyuévn mwyadmdv.’Ev off Esdos tavty

a1 elvay 10 douospa tiig yapaxtnolotixiie oradepds (dp. 14) Snh. v dedo-
uevov 1ol moofiiiarog, ouvdomnois Thg xuvntixils xatactdoews to¥ fevorod.
‘H ipaguoy tiic Elowoewe tavine obdepiav dvoxfperav magovaidler.
Iopatnpd edyepde Gt 1o 20v péhog tiic Xa eivar dpudpdg dpvnrindg
8 olavbfimore mipfiy wl A dnk. § xapnviding tfic vyoaupfic A
Siatneeltar dpynrinn, Exopévag 1| ¥ sivar gdivovea suvdgtnog toll tétov.
'Enediy 3¢ ®s elBouevy dvorépw, i yoapu® A yevvdtol EQurtopéveg
1) Eunodi, retar G i A owpéper duagndc 1 xolha npdg 10 #v Toeuic
oevotdv. "Enavevoionetar ofitw S1a tol dmohoyiopol pid yapaxtnolonixd
i8idng tiic yoauung A. (BA. do. 3, xepi Vewolag tiic fioénov Tdhvng).
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MEPOZ 1V

YIHOAOI'IZMOZEZ ANTIZETAZEQZE

Aéyvovieg "Avrilotaoiy évvoolpey thv yevixlyy cuvictopévny Tov
mégewv 1@y Goxovpévv Und tob v wvhoer Hevotob Exi tol otepeod e
duerwuvitov Eunodiov. Elvan | wwpuotéon dyvmortog tol mooPiduatog
Aoy tiig neparaiddove onpasiag v Omolav Evéyer #i yvidorg adrfic Hud

g tegvikag Epaguoydg.

Od nduvduny Aav elyepdc va ovverlow tov dmokeyiondv tottov &mi
rob mpofAfuatog to¥ ebygol viuatogs &lg 10 Smoiov persrdmou dpyrddg
(do. D) 10 Hua. Kardpdwoa oby® fizrov va yeipuod® 10 xeqdhaiov totto
an’ ebdelag elg v dnodvtwg yevev nepintwey tiig Sudpryog trrotong
nogQte pé otegedy Eumddiov olovdfmore oyfipatog xai tofro Bid dto Siu-

@pépwv pedddwv dAnroenaindevopnévmwy,

17. In Médodos. <A’ Epaguoyffs 0¥ Aduuaros sod Greems.
‘Enavéoyopar £ig 1o medfinpa dxd thv yeviiiv atrod poogiv. Cewod

fx. 11
yoviay tHg mpdg 1t 6w tol Eumodlov furnadérov pé tov dEova 4+ ox,
¢

{ox. 11) Sudpuya negiopt-
foubvqv DOm0 dvo oregeidv
ruQeLdv 1y xal iy pogeiic
tvgovong, né Eumddrov S
atepedy ual duetaxivnrov
Eyov  olovdinote  ayfipa
(ndviog Ouwg  OSuakdy),
noooxexohhnpévoy
glc thvy &vdpay 1@V Aa-
QEL@DY, TV M3 A.X.

Kahi dy 10 otoiyerddes
t6Eov tii¢ meptpétpov y o
otepeol fumodlov, o v
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OH ’ ~ 6 - > - F] } 34 I ol
ouvvictapéyn v Suvapindv miésewy 1@y doxovpévary éxl Tig yoappns
v tnd 1ol Ev xuvhoer geverol Exer ovvicidoag:

1oV Smolovs timove Suvdpeda va ovvdudowpey el Sva povadixdy :
(1) R'=R,+iR,=__fp’e‘°dy
Y

AN fi duvauod) abitn ateowg p’oelval, xar’ Epagpoyhy 100 dewoipartos
tot Bernouilli (BA. &o. 13):

’ " 1 a1 = s
p=—2»(1_.V3) ("Ev B Exopev: p'=0)
Kal i oyforg (1) yodoero :

R:R,+iR,=_3§f(1_V-) &' do
@

2 of Rupaiverar 8t i R #agrdtar povov Ex i xuvntuniig xataotdoews
t0U Gevotod &nl tilg mapeds @.
Tgde Smohoyiopdv tiig R Jewpd tdg Svo dutopds = xal 23 tiig
Sudovyog elg 10 onpela &n’ oo gvdvee Xai xavdvit. Tlgogavig Voo s =1 S
‘YrevOhvpiflo Yidn to Afjppa sol Green:!
»Edv @ (x, y) elvay pie ouvdginoig povitipos Suakn ®ai dguovixn) Ev
tve T6mg msguogibopdv Bnd whewotfig yoapppiis s (R Yevixdiegov ind
ovethApatog towdtwy yoopudy), tdv Décwpev:

Ve — (g(—:)g+ %p)s

1 Biéns plav &nhfv GréSery tob Afppatog tol Green dgeldopéwmy eig tov
Levi- Civita, #xtifepévnv imd U, Cisotti, elc t¢ odyyouppa adtod «Idr. Pianas
oeA, 122, ’
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pioratan ) oxéoug ¢

d(p uthy = 1 plo
(E) Jdn(bx+ ) ds= fVeds

Ev 1fj Onoig: n slvon § xdBevog eig o tuxdv ompelov tiis yoappis ¥
100 otegeot Epmodiov, SisuBuvopdvn mEdg o Eowregudv, o = yaviu
tic n pt thv Jox. “Yrovoeltar §uv 3w iy Shonidguwowy /) pstofinth
3éov va Biotgély 1o ovvdgov s el tiv cupfaciiv ebBetav gopdv (sens
direct) fuig doiver Bopxds GAdxAnpov tdv todmov mpdg td dpiotepds.
“Eotw g 10 duv yuxdy t@dv rayuritov 1ol jevotod ovoysiov év 1
nedig tig xwvfioeeg A (o, 11) xai V # &ndéhvrog tiud viig  tayxdimrog.
“Ev tuxdv gevotdv otoigeiov éxxwijoay #x toll €n° ~o dvdvit &v Emoagf uté
Y TaeEdY Mg A. Y. d@eiier va pép &v dimvexii Emagfl ut vy uy, eho
ué v mapewdy @ tol Epmodiov xai tihog ue iy X "Opolwg S1d v uy.
Katk ouvvéneiav : xatd pijrog 1dv yoaundv iy, pz, @ xal  déov va loyip
fi Yoot ouvdiun napeids:

oQ dg
(3) L +B 5

Evlu o xai B elvar ta ovvnuivova xatcudivoeme tiig Epanvopévng g
RoaQeLs.

‘H oyéorg (3) yodyetar Eniong, Gg yvwordy:

d

<

=0 CExi py, wa, @ wal A)

o
=

L4 [ A * d
Othw / 6hxh mapdymyog i luuﬂuva tag xdred Tipdg:

s 0 Eai t@dv yoaupdv pi, Hs, @, A
d% = { V= gnt tic daropdjs 2 (En'se dvdvil)
-1 > » » 3, (Bn'>e nardvel)

‘Ouoiwg déov va Eyopey:

ap |, Lbo
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Evin B = ywvie 1fig dovpareouxils dievddvoewg tol Seduatog melds 1d
xotdvit né thy - ox.
Téhog déov va Bywpey: =90 ini 2
o=+ =xn & A
wal V == 1 Eni tfic yoaupfs dovvexeias M.
'Egagudtov tov tinov (E) 1ot Greeq, elg vy xdewotiiv yoaupiv :
s=2t+mwt+trVNt+taot+tr+E+m
Eugpawouivny 81 dpulods yoaupfic éni vol oy. 11, Aapfdvo :

(4) s V¥?oo—s et = st eie dmr_}_f‘V2 gis du-}-fe“ di
[/

peties TR

*Aqg’ Evégov ) oxfoig (2) 8ldel:

(5) 2R__fei"dw+ [V”e‘“ .
@ P

Eis tiiv dvoréow (3) oxfov dviadior®d 1o 2ov Shoxhiewpa 7d tiig
tnfic tov EEnyuévng Ex tiig (4), nol Exw :

(6} 2R=5V’x—sle*5—fvse‘°du_[‘eicds

ptpa AtepTh

e ]

Otxodev voeltan G111 J gutelverar B’ Shov 1ol mixovg ThG mUQELES

e

ng (G0 —so péroL +o0), xadtidg xai ths Wy .

»

*AMd 10 Ohoxhfgwpa :J eir ds elvan {oov m:olg undév, xavd vo dedd-
M pth A

onpa 1od Cauchy, xadéve § yoouuh A 4+ @ + V" + A elvar ®heioti). "Ex
1ovtov Emetal 81y ;
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fe‘“ds:-fe"“ds:—Ae"ﬁ

Y 0 a

8ot 0 = B &l tfig A. Towvrorpdnws 1§ oxéoig (6) AauPdver tehinidg thy
uo@iv :

(XI) 2 R —s Viss, b +Aeid —fvs gio dy

prtps

‘0 tinog XI e 10 mpdfinua v tf) yevinf) adrod popeis Sidt odrog
0ideL mpdypatnt ™y yevudy cvvistapévny 1dv miéoewov Stav Elval yvootdy
10 oxfjpa tidv dto mopedv uy wal py the dudpuyoc.

Eidixf neplntwoig. Avdpve nt moperdag eddvypdu-
noveg xat maguiiiiovg t® &tovi ox. °Ev tf mepuridbost ravry
(ox. 12), vot Eumoblov Exovrog mdviore oyfjua tvydv, Exouev :

B=0
i 3 A
6= —5 &l
n > LY
0 = +? Emi g
Nl
I Kai xata ovvéneay:
Voo A iz im
—';" & P ] N fV*e'ﬂdu-fV”(e”-f-e Nip =0
| "@ y wyFug prtug

{Z1. 12y

"Aviivabiotdv eig thy oyfowv X1, Eo
IR =5 Vio 5 eB_ AeB
=5 Vi — (s;-A)

si—s (s;—A) _ si—s(s—2A)
s - s

=55 — (s—4) -
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_ (s—AY—s (s—2A)  s2—2sAAd_s?4 2sA
- B - s

A?
iy
dmhad :
, A8
R = Rx+fr Ry = %

To gaviaotixdv pépog slvar xar” dvdyxnv undév xai othvw Aapfdvo

1ovg dndovotdrovs rdmovg:

42
Re =5
R,=0

'‘Enavevoionm oltw t0 xouPdratov dedonpa tod
wadny. u. U. Cisotti Fyov oftw: «H éa’ eddeiag dvri-
sracig Ry lcodtar nodg td HHipurov 100 vevpaydvov vod
dovpnrotinod edoovg o BSraxévow, Sunonuévov da
craftepol mAdrovg tvii¢ didpuvyogs.t

Tod @motéheoua tofito, odidhws moouppavie &x v mpotéomv, elval
avetdprnrov ol oxfmatos tig mapeidc tof otegeod Epmodlov. ‘Amotehed
@uolxfv ogéoy wi Eagropévny dmA. & thv mapopérpwy xai toll ov-
otfuatog dvagopds.

Squeidvo 8t 38v mpduertur dnhdde mepl Emavevpéoswg 10l (g dva
yvworoi demofinatog did thy atthv nepintwowy 8 Av 6 ovyypupelg dané-
Seikev aild, GG mepl lopdog vod dewmpiuatos tovtov xat Sud thv fijpe
épav mepimtwowy, tehelog dudgopov.

18. ’Avviovacis v mogeiddy tig dwdguyos mwy xal my. ‘H ye-
voel) ouvictupévn tiv miégemy tdv dowoupévov RO tob Bv wwvfoer feu-
o107 Enl 1@v otowelwy dy, otegedv mageldy wy ®al Wy tiig dudouyog (oy. 11),
Exel ovviotdioos

Rl — _%J (1—V*¥ coso dp

nrtug

1 To deddgnpo robeo €360 fmd tot xabny. x. U. Cisotti elg to aegionovda-
atov baopvnua abtod «Sul moto di un solido in un canale» Rendiconti del.
Circolo Matématico di Palermo, 19092, St wiv nepimtwoy g ouppetpunfic Sudh-
Quyos, pt nugeuis eblvypdppous xai mapuddiidous, ué éunédiov oupperpixod oyfipavog.
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? 1 .
Ry = — TJ— (I—Vs) SiNg du
Bytpg
tov; 6nolovg tomove duvdpeda v cuvdudowpev elg Eva povadindv:
. . R 1 .
(n R'=Rx+iR =—3 {(1—V?) sing du
nytug

Qg mpdg v po loxder § adth mapuriipnog (dnh. Emgpon = 0)

H oyéorg (1) dider: fvs o dy — 2R'+/e‘° du

uptpg priug
. ) {Avvdpel tob fewp. vob Cauchy,
AW Emedn; ed du =0 dopod f youppl s+pgtA+situ elvae

xAetoTn).
S‘i’!.l.s“’d‘l'sl‘i'ul

Eneran O : . . )

fe"’ du = _fe‘*’ dp = — s+(s;+A) e'b

wytag sts +A

“Qote Ho: (2) fV’ evdpy = 2R’ — s 4 (s,4+A) e'B

pitng

AN § yevirde vimog (XI) tob doud. 17 8ider:

(3) fV” e du = 2R +sVio — (5;—A) etf

witug
"Efiomvov td devceoa uékn tdv oxforav (2) wal (3), Aeufidvo :

2R’ _s4(s14+A) (= — 2R 45 V30 _(S;-A) e

2
2{(R4+R') = % +5 25 e'P
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fius oxlletar el tag xdrwdi 3o oyboe:

2
(XIII) 2[Ry +Ry)= -:—1 + s—23s; cosP
2 (Ry+Ry) =—2s; sinf

Of yevuroi tomor (XIII) 3idovor tég ouviotdoas R’z xai R’y tijg
yevuxijc ovviotapéyns TV mifoewv TV doxovudvov Enl tHY oo TapEdv
ue nal py tiig Sidpryos. Ry xal Ry elvan al vowairal thig ovvistapévne
tdv méoewy tidv doxovpévov Exl 10l oregeol Eumodiov EEnyuévar Ex Tiic
Ewodoews X1 1ol do. 17, 81" xdotny ouyxexpwpévny mepintoowy.

Awx thv elduny nspintwow ths Sidovyog pé magetde edduypdupoug
xol maparifilovs t@ oX, etolonopev ehxdioe :

R"x=0
Ag
Ry = o
RY +R’y =0

’ ra

bc Addvard tig va mpoPréym.

I1 MéBodos. Mg 1ijs Epaguoyijs vof Pemgijuavog tot Euler.

Edgioxopat mdviote eig v yeviufiy mepintwoy 1ol oy. 11 xai npo-
wdepar va Emavetpw tovg tUmoug thHs "Avnigtdoems 8. dAlng 650t To
Hevotov xiveltal v povipug §Voel ouvends Fyet Egappoyiv 10 Jed-
gnua 1ot Euler (olnivog dndédertic &xtidetar eig iy «Aérodynamiques
de Joukowski, G, V. 1916), 8rep dnevduvnilo :

» Oewpfowpey v tive druotd &v mviosl Ev owhnvoedds §j Typdv
vijua, meploplduevov Umo ouvdkov yoapudy Helparog sxnuatifovsdv Bv el-
S0z dudpuyoz, wrl Dnd Yo xadérwy dratopdy A xal B (oy. . els nagopdpata )
*Edv od8enia 2Ewtegint) Suvapg dvepyei, 1o olvolov tdv niéoewy 1Y doxoupés
vov éni tol oltw nepiopilonévor owiivog elvar isodidvauov mpdc Bio Bu-
vauers: MV xai MV; xadétouvg duadopnds Eni 1¢ Swagodypara A xai B,
tvda M = noddtng Hevotol déovon S1& 1ol owiijvoe eig v povdda tod
Yo0vou.

Awi tiig Egaouoyils 1ol dewgijuarog vovtov, td ovvolov tdV mié-
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sty tdv doxounfvev Tmd vol wvoupévov Bruotod Enil tiic ouvoplaxiic
voappuiis tot mediov fofig A, elvar ¢lg viv aeointwoiv pag isodivauov

b r ’ 3 I 3 A L4 ” LY LY
wedg dvo duvduelg Eprounocpévag eic tdg Ao dupaing Gwatopds ¥ xal
Zi 10V & 5o dvdvny xal xatdvr, fitod:

N]_ = MVDO = (SV:o) V:-o = 5§ Vﬂoo
(1)
Ng =MV, — (ssVy) Vyi—s5 Vi

Eig todg timovs (1): Voo nagiotdver, dg ndvtore, thv dodeloav ta-
wwinta 1ot Gevavol elg 10 &’ oo dvdvry, mapdddniov 1§ 4 OX, xai V; =
rayitng 100 Gevortol eig th En’ oo wavdvue = 1 (GMayh uovdBov).

‘H @ood tdv Suvdpewy N, xai Ny Bugaiverm gig 10 xdtwd oy. 13.

‘H aleciz po &v tfj Loovy tob
diaxévov, dider g yvwordv E-
miggotyy 0. “H &xi ol Sragedy-
uetos § wmlecwg elvan:

1 2
= S{1-Vx)

A’ Etégov Eyouev:
8 Voo=s; 1, d@ot #i magoxd) vijg
Sudpuyos mpEmer va elval ota-
Oepd tdoov modg Td dvdvry Gaov
npde td xavdvrt, tiig Goemg
2y 13 obiang povipov.

Oq Bxw v cuvoluny =mizgw v doxovudvny md 1ol dv mvijos
fevatob Bni tdv mopel®dv py wai w,; wal i hegedynata § xal s; Edv dvre-
otofym v popdv tdv dlo duvdpemv Ny nal Ny xol meofdio Exi tolg
dvo &Eovae. "Eov §9ev wakéow Ry xai Ry 1dg ovvistdoos natd ox xat
oy, tijg Ohxiig mécewg tf); dorovuévng Exl tiig ouvogLaxils yoaupds
s+ vt @+ +si+ w, 96 Fo:

@ Ry=ps+s Viw — 5 cosf
Ry = — s sinf
AoBévroc 88 8t B = yovia tiis meds 1 xatdvii GovpumroTndic Stev-

divoews tol fedpatos petd toh 4 ox, ot Svo timor (2) ouvdudlovean &lg
10y xatwde povadudy
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R=Ry+iRy=s(pVio) g eld_s [l Vﬂx.;_ Vﬁx]_sj_e"ﬂ

2 2

=-;-(1 + Viao) — 5 i

b 3 ’ ‘ S A ar
Kai Enedv : Voo = - da Eywousy:
’

s s .
p—= R ] = = L - B
R iRy 2(1-,-52) 51 et
fite oxiletar elg 10c xdrwd Sdo oyfoec:
Rz
(X1Vv)
Ry = — s, 5inf

(1-1- §)_ $ cosf

Ot tino (XIV}) isodivapor, xuitol Swapdgov popeiic, mpde tdv ye-
vinov timov (X1) tod "Ap. 17, Movor td medPfinpa ebddg bz yvwodf # B
Eic Endatny guyxerpippévny meplatmary.

Eidixn nepintwarg, AtdguE pé magetdag eddvypdu-
wovg xai nagairfilovg t® ox. {ox. 12). 'Ev tff negratdoet tadwy:
s=5A i §=0. To felpa neds 10 £ xatdvry telver vit §éy Govp-
mratig mpdg TNV mapedav py dmh. magohrdio: td dfovi ox, Ol winou
{(XIV) yivoviar:

3 2
S (145 s
RI=—2—(1+E—2—)—51.—_—2+25 51

st si_2s 51 _ (s—su)? __A*

-4 : R —
ot * 2s Z2s 25
xal Ry—=—s5sinf =10

T. & énavevplonw xal mdhv tovg whaswong wixove (XII) wob dp. 17

AE
R.=—

25
Ry=0

1old’ Baep amorekel mpogavdg plav Enakfdevowy duobailay tdv ddo pedd-
Swv. Abv napalkeine va Uroypaupiow 8 Eviabda Ry mpofpyetor € Sho-
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xAoov #x tiig mageidc @ tol otepeol Eumodlov xal oddapdc & tg w,
A ue. "Qate Ry elval modynart ) ouviotdon xatd oX tiig yewixilc ovvi-
atapévng tdv méoewv dyd. 1) "Avilotacs f) mpoBaeilopévy Dad toB dumodiov
xatd v Swedduvvowy 1ol Hedparos.

20. "Aviigracis dvnyubvn elg thy upovdda vo¥ miixovs. Eig tag
o’ &' 17 xai 19 magayedipovg ebigouev S1a Svo dragpdpwy uedddov Bti
i &n’-eddelag dvriotacy §i mpoPfallopévn Omd tod orepeoD Epmodiov oun-
natog tuydvrog dvidg Sidpuyos uE napewdg eddvypdppove xai mapaiifiovs
1D OX, elvau:

A%
(1) Re=R =5

fitg oyxfowg, AapPavopévov bt Sy Bt A = 3 — Qy wal Qy = Q) Vo
vodoeral og £k : )

0 2
R= (@1 — Q) (o) ﬁ_ ai(y= - Q
2 ] 2 Ql 2 Ql

(o= 2 _
3 Qg VEDO V::o Qg 1 N
Nntot R = m"?ﬁl‘——-— =§€—2—1 V:; (1—-2V:>0 + V 30)

4172
= V= 1 vig o & (1o Ve
20, Vin, 2

0

®al TeEMrdg R — GV

(1 — Vo)t (2)

<

*AM G yevixde mpotdtumog tonog {1) dg nai f oxfoig (2) Enyuévy
Bx tiig (1) Hing Oéren elg iz thv vty retdotasy 100 Jevotol div
givat tpaxtnds xonowpomonjsipot, Si16tL téoov 10 GovpumrtwtTov sdpag A
rol dianévov Soov zal 10 dovuatwrndy mAdrog s 10 cvotaléviog viua-
10g, e€van dyvoora. Aid tov Adyov toiltov mporidepar va elipw timov 8i-
dovta thv elg thv povdde toil prxous dvnyuévny dviictaciv ocuvvaptricer
~ 2 2 - r Y L »n o by Y -
v uévav dedopévov 1ol mpoliipatogs € rai gt A 8xep 1O adid iz Voo

TIpdg xov axomdv tobrov, dewod xal mdhw Sudpvye UE mageidg €b-

’ b L fd 4 > ’ \ A 3 r
Huyodupove xal mapudifiovs td OX, pé Eumddiov Aeatov xal evldypappov
tnd twgobeav yoviav a {og. 15) xai 34 {nuiew va Gmodoylow viv *Avei-

WYnoeiakh BiBAI0BAKN Oed@pacTog - TuAua MewAoyiag. A.lNM.O.



318

csracty 100 eddvypdppov tovrov Epmodiov dvnyuévny eig thv povdde tof
I . * R - 2 4 b ~
pixovg dnd. 16v Adyov —1—’ #vda ]l elvar 10 uiinog Py T (xdderog meofokn)=

@ sina, "Hvot {yid va dmokoyicw -

—_— e ———

1 {8_1_5“1(! -

Yaohoyitw dv modtorg 10 ufixog e tiic mogeidc tol Eumodiov S

| H2 M, :
V ? m-*-_j_‘?:_ _..-'—
S oL TR x
; : 3] _,;.'_:.'__--_--’
e Sy
D Moo T
| 7 oy, 156,

i to¥ ténov (V1la) tob do. 10, #rou:

o=g
8 [
an:n./e tgo do

o=x

] Sotic tvmog, Ha va didy 10 Ohwdv uiixog w1 Séov va yoaoq :

: ol
A o=
. 01 = ﬂfe tge do
n

# dxbun, 8 @hayfig tob xduo Spiov énd n el O (Bnep loobuvapel mpog
dnewdviow tiig @; #nl tov wékow (4 1, M) 1ot oy. 8, dvev dhhowdoswg
10l dnovedéoputog dodéviog Gt mpdueitar mepi perpuxfie ididrnrog).

o
(3) @) = - J e tgo do
§ U
eig tov dmoiov timov 6. Elval 10 Splopa tilc yupowtmolotinfls oradepds

’ 101 mooPfiparog (BA. dGo. 14).
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*A¢ dmoloyiownev v mpdrowg e,
gni the megupepeiug [tl=1, 1=0 &w: [

Ilode toiio,
o= eie yai Cj_ = gbol,

519

vnevdunitm Bt
Zuvends 1§

cvvdotowg © (§) thv Gmolav mpoodidoioa eig tOv Go. 14, hanPdver wiv

v Adtod popeny:

_ C-Q (1405 _da
o0 = 5 ¥ g0
ia sin 01;0 cos ——_UL; o
= —J'[— Log. o Ej_g .cos o L
2 2

0t—0
tg
2
=— Log. —_
o140
tg 9
_ [+ ]
Rai CUVETD ‘ ter 0_1;“ .
Vet = | —————
t gi+a
2 —
Yrov tehunidg:
1 sing;—sing
e ¥t — — (.——_—'
ev S§111014S100

‘0 winog (3) AapBdvel té1e v pogiv:
ol

) = — -
1= "1 sing-+sing

0
Hgdg Brokoywopdv 1ov Ghoxpnowuaros

a

smc — sing
smu sing, 4 sing

_ ( singy—sing )

q ( sing;—sing )**

icl io

e —e  lie
em_'_ﬁ -1:3171—’5

i(ol+a)

tg OL—G |

ad Log | — 2
n ; o1-+o
— 2 —_

(0<0<\01)

o

sing J-sing

[}

)“‘I

o

* tgo do

do

B¢ drodloviow, pé Bhapods Tivag toomomowvicelg, thy i dvdhoyov mepi-
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nimotv Epappoodeicar puédodov nd vob x U, Cisotti.

Oérw ;
sing; — sing ¢
sing; 4 sing
£t ov:
" -t
sing = —— sing
L4t !
wai
. . di
d sine = cose. do = — 2 sing,
(L+t)

To vohoyiotéov Shodfpwpa yiverar tére:

| s A% (1—t) dt
2 =2,
@ ] smcu_n[ t (1+t) [ (1 41)2—(1 —t)sinso, |

Aapfavopévne on’ Syny tiig xdrwth elyepds Erahkndevopévie tavrémrog

L —sinoy (e ome )

(1 +£)3—(L--t)sintq,—(1 Fsinoy)*( Trsing. o,

g xal ol pETagynuorLopold:

g (%—%) 1 —sing; Vi

tg (%+a—2l) = 1gsine,

Il
-
==
\-_/nla

1 oxferg (2) vodgerar uet’ dvnirardotuoty
1

]zl.(1 qu)sf—t%}———: = '—dt,—ﬁ‘—
2 5 T (Vom 4 £) (14 Vo0

xai gmeldi ) .
1t 1 v'!:?+ + Vey 2
(V%+t) (1+V%xt) (1+t) 1+\i=’° 1+V%:>o 1+V%:>ot e

lauPdvouey el :
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-% x
-2 78 o Ve oo
— + v —— + , dt

Z =
- 14Vese 14 Vet

To Shoxkpopa tobro ddvarm wa éxgoucdf] dnddg Sk tdv ouvap-
woewv tob Stirling (Nielsen, Handbuch der Théorie der Gam.
mafunction).

1
£ =f $:_1 —z x(x+1)...:...(x +s) (m—l

- [ !
Evda © = wyotoa oradepd,
Eil; v neolnrwoiv pag Exopev :

w )91'1

1
1) tx.‘
Ala (ﬂ=-—1 B(x):fmdt
0
1o
d x-1
At = —Va f(x)= | ot g
1+V;’E:ao t
1 14
L] Vo oo t=1
A (ﬂ=—V“:>o fg(K): K—t“-—‘ dt

X

0 T4Voom ot

Al 10 Omoloyioréov OhoxAfpmpa yiveran :
1 a ay a
o o (-2 (1- ) 20(1-)
Svvenddg 10 pfitog @) 1iig mapeids tob Eumodiov yivero :
q a
® _’2—%“ (1-2) s (1-2) - 2;3(1_:‘)%

Kai 4 dvtictaoig 1ol épmobiov dvmyuévn el thv novdda piproug
elvar :

R Qs (l_Vx)’ x (1=Vo)? 1 -
T2V @ sina T V4 osina Lf'l(l-—%)-i-fa(l—-;‘:*)—?ﬁ (l_u_)

b1 4

(XV) +
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‘0O virog (XV) MeL 8v 8hp tf vevidinm w0 medfinua, ‘H dpaonoyh
abtol dia dodeloav npny ths yoving a obdeplav dvoyéoeiay mapovoLdiet.
Eidixy nepintworg. Evddypappov épaddiov ndde

~ , a3 Y ’ ’ bl \ a 1
TOV T QEVUUTL Elg TNY EEQINTHOY TALVIMY O = : ®Rai 1— ‘;

=
=
'BE'I:CO =—V°:>o=...V’x=_u
[ ri 'i _ 1 1
OXOTE : V“:.::—V”:m:m-:_F

¥ -~ . . 1 € -~ € ar 4
Extehdd tov peracynuatiopdy: t — 3 Al 1pei; g dvw cuvaptn-
oevg B(x), fix) xai fo(x) didovor:

1 1 =0

1 t 2 dt as T =
0 1
1 = >0
1 ” V- ot 2\1(1'8 {
_— = dt — _ £ _ = R
f1(2) ./ = fu+{]‘ 2y \g arc tg E)
] 1+V Lo
1 +_=: >0
1 T Vet 2.d9 2 -
fg(—-)— — dt:fuﬂ” 1=-1(——arc tg\/u)
— + Vu -
0 I+V e ot 1
‘Exedy 3 sina = sin% =1, ¥4 Ho:
R _ x (1—yu)®
2/u o Vu Va Vu arc tg Ja e arc tg \/u_
a (1 —yu)
2| a(ugl—yu)—2u, arc tgﬁ—-2arc tg yu
ALV Bz yvootdv arc tg;-/I::‘—J;_ arc tg \/E, GUVERDG Eqo0 :
n
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R _ W_‘“(L—,\/EL____
L 7 2 [x (1-y/u) + 2u arc. tgyu — 2arc. tg y/ul

Ataip®y dpwduntiy xai magovopastiv Sud 1...\/5, happdvo

E — x (1:\/‘—1) _
2 [x—2 (1 +y/u).arc. tg yu]

"H &ubuyw, mardmv dvriaraotdoemc tod u Uxd thc npfic tov Viso,
hapfdve tehinde:

(XV]) T = 2[n—2 (I+V-o).arc. tg Voo

Gotig elvar & Eytodpevog tineg, 8ibwy tiv elc v povdda pixovg Avnyué-
vy dvviotaswy 1ol evduyodppov — kentol Epmodiov, Orav tolre elvad nd-
Oetov 1@ Gevpari. (o, 16).

Yrodicwpev fidn 8u 1o nhdrog Q: tiic dihovyog teivel mode 18 oo,

Axe _ ___ Of

P I —T T
T P

1z L

—— i

2y, 16
Q,
sival @oveody dn Q5 telver Exlong modg 10 oo, uai 6 loyog =2 o Voo 1el-
veL agogavdg nwpdg 1. To Ilov péhog tob timov (XV) dua V:»o=1 Aapfd-

veL Ty Gnpoodidolotov poo@nv S, Al Epoopoyfic tob xavévos toi 1. Hos-
v
pital ebploxw eic to Sglov:

R —= _ T
— ¢ i -2 2V _l - n
2 ——m T—]-»Vs_:: — Zarcg, tg V:’jL 2 (1-{—1-[-—2—)
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anhad) :

Sotig elvar 6 yvwotdg xhaocwdg tomog tol. Lord Rayleigh 3idewv iy
elc thy povdda 1ol pipovg dvnypévny dvtiotaowy 1ol Aemtob - ebduypdu-
uov Eumodiov wuudérov eig 1y narevduvowy Hedpatog daepropictwg
maviayédev Extewvopévou.
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MEPOZ V

OPIAKAI KAl EIAIKAl NEPINTRZEIE. AIEPEYNHEZEIZ.

21. Zvotody) to® Dygod vihmazos. Tol mpofiipards mag ueraro-
niodévios — xad’ & Eerédn elg v O’ do. D mapdyoagov — el O To
Bygod wiuartog, elval mpopaves Gt 10 mAdrog Qp 1ol fevpatog eig 10 En’ o
satdvry elval 10 sovotalty vijuas, eig 10 n’ —o xatdve. Elvar §dev vdio-
pégov va yvopicoev 1o uéyedog tobro Q,, #| Grep 10 adrd tov avviekeatriv :

Q,

—Q
xahoUpevov covvieheatiiv guotohfigr,, Evida Q elvar 10 edpog tig Sidouyog
glg 10 yEthog toi funodlov (Sedonévov 1ol meoPAiuarog, Br. Ay ax. 15). O
Prokoyiouds tol ocuviekeotol I Eyeu yivyg mapd 1ol x. U, Cisotti (¢Vene
fluenti» Rendiconti del circolo Matematico di Palermo, 1908) xai (8. :

I =

Q 1
Q

14— (%—%)arc th

8uLe v nepintwaowv tod edduypdunov Eunodiov xadétou 1@ geduart (ox. 17).
[N “Orav o mhdrog O tiig

Siwopvyoe telvy mpog T

so(oy. 18), t ywopevov

5]

P
e

P

P S
-
h b
8
1
1
1
'
\
1
]
)

§ Q €y

lapfdver Ty Tpfv:

Ql-é'b:v
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Thy dngoodiopiotiav radiny alpw yodypwy : [% arc tg g_’] B
9 1

\
7

01 30
Ty Qs Qs ” - Qg
ﬁ;n—larctgﬁ—l arc tg E 0
= Qs == T* = *l*)‘
S o
QL0 M —p oo

e

e 3
%. 1

Tm

Iy. 18.

thv Omolav mdhv dngoodiopotiav alpw
&v téher 8 Eqapuoyfis tol navdvog 1ob
L’ Hospital ;

_
1% _ % 1 S
o Qy _ i

Ottw fi moayuatixdy Tl 100 ywvopévor (2) elvan = 1, 6 8¢ vimog

(1) AapBdvee thv dndovatdiny poo@ny :

fltou ' —

Sotic elvar 6 yvwotdg tinog 1ol Kirchoff,

Avvdper tiig doxfig tdv etddrav (BA. do. B), N xivyag 100 Gevotol
o080Amg GAhowoltan Eav Emavagépm thv otegedy nopeldv xard tov dfova
u {ox. 19), xavagydv thy mepuogiy (A) totpevorod. “Ohot ol agomyol-
pevol Unokoyispol pévouv duetdBintor wuai & Umchoyionds elg 1o Splov
éniong. Katd ouvineiav 6 ouviedeoth)z ouvotodijs elg tiiv asgimrway tob
oy. 19. elvar Gudun:
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Qg i ~
P = = — =
H G ) 0,62
Advapar 39ev va
1 _Q_]: ,__fz_—--} ity tinw G &vtf moaxt-
Vo k™ i dav 0 dAvorypa Q

to® feduarog elvad mokv

(A\ / : uipdv Bv oyfosl mode
T & 0 pijnog ot Eumodiou,
- didvaran v Angd, ele

npdIMy  mpooEyyioLy

2y 19 I' =0,62

k. va Srnoloyiodf 10 Govuntotmdv edpo; tol feduaro; sic 0 Ex’ o
ratavit, ¢ tod timov

Qs = 0,62 Q.

22, Hagawnprjoeig énl zijs Epaguoyits i doxfic tdv elddior.
Eic tiyv in" dp. 26 mapdypagov etipousv St §i "Aviiotacg 1ot sadétov 1

<

fedpant Eumodlov, dvnyuévn elg thy novdda 1ol ufxovg elval :

R x (1 — Voo)
172 [n— 2(1 + Vao) arc tg Voo

"Ac inodéowpey Bt f| mapeid Wy thg Siwpvyos uéver Guetaxivntog
%ol BT fi magRld wa dnouoxkpivenin Gnegioolotws Snd. A Qp teiver mpog 1o
dnegov. Ev 1fi mepinrd-
» ’ T g s
oel taty | Qs teive éni-
oTe OO TO so Hal  Elvan

(1}

&
L

l

Q

A = Voo telver mpde 1 {oy.
20). ‘H avriotasic 1ol Eu-

Hi modiov #d elvar 10 Jowov
100 20u pédovg the (1), Onep
CUUPOVECS TH DTOAOYLOUD

T

0
* L4 c L Q
Ly A - npogaves Su & Adyoe =
i
i
B )

-
|
)

Zx. 20

’ n
dp 20, elval Toov npds : R__*
! T+4

To dxotéheopa tolvo fpunvederwy ¢ &Efg: ‘H dviiocraocig 1
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dvnywévy eig v povdda tod pihxovg eddvyp Eumo-
diov xudérov 1t Pedpaty, mep febua xiveivar maguh-
AMAwg npog edddyoanpov toixov xail Exteiveirar fme
oropiotme mpdg Ev uépoc tod tolyov, elvar i a1
g Bav 10 Hpevotrdv EEereivero dmegropiormwg mpdg 8hag
tdg xavevddvoerg, OnAh f adih Og Badv | magerd uyp dev
vnfiorev.e
*Anotehel €v Jedonua tob Kad. x H. Villat (Fluide limité par
une paroi fixe» BA. L. y. «Apercus théoriques sur la Résistance des
" Pluidess par H. Villat, 1920, oeh. 90—92), Alav &t éroyov, %ar
Expoaov 1ol 18lov, loydov pévov Sud vy mepintwow tob xaditov @
Sevuart éunodiov xai oyl 8. olavinore xhoiv tob Eumodiov.
Advapar dhoote va Exavedom 0 Dedonua 1oVTo  Tayvinra wai
drholotara, épapuélov thv doxlv tdv elddhov, dia tob xdrwd cvikoylopod.
. Oewod eddypappov fpnddiov uvrovs 1 vomodernuévov elg 10 fow-
tepundy  jEvotod drxeguopiotwg mavtayddev Exteivouévou, xdderov eig thy
watevduvoly 1ol Hevpatoc. ‘ngév 1 vijpa g mapdAdnkov @ dfowi
oX (xarevdvoig
10D fevpatog),
NPOGHQOVEL £}
g mapsids 2
elg 10 vexgOv
anueiov 0, Al
TordTnteg -Oua-

pmmem viopata  tdv

- fevatdv atot-

. (-A) A@’ welov 1od vi-
P narog g xeiv-
tar  PePaing

Ty. 22 gmi thig g fing

oltw &notehel yoaupty Gevpavos. “H xivnoig elvar oupperoun &g mpde v
voauuty gx. ‘H yoauuh abm yweiler td evotdv eig Slo Sranexguupévac
meproyag (A) xal (A"), Exatépa t@v dmoiwv Exel idlav xiviow totatdimy dote
o0dEv T@v fevardv arouelmv tiig (A) va diamepd tiv xwgmtumv Yoauuhy
gx, olte tfig (A"). Ev dMaig iéEeowv i nivnowg tiig (A) elvar § elndov g
xviloews tiig (A7) @ mods tiv yeapplv gx. “Enetar §0ev—uotd thv do-
v v elddAov—odu ddvanar, ywolg va dlhodow v xivnowv g me-
proxfis (A), va xatagyfow 10 fevotdv (A%), Omd tov Gpov vé moayparo-
oo Auds v ywowstutdy yoauuny gx, 6nd wooohv otepeod Siaqody-
patog, xal @ldve obtw elg tv xepintwowy (or. 22) 100 ebdvypdupov tof-
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rov pé sddetov Eunddiov. Tvwgilw dnwg S elg thy nepinrtwowy 109 oy. 21,
N “Aviiotacig dvnypévn elg thv povdda ol pirovg didetar Ynd 10V xha-
Ry T v g v
—— = —— Emerat dpa ou da v
1 n4 4

aegimtway tol oy, 22, A “Avtictaos &d Siderar Omd 1ol adrol timow,
dpot f xivnowg elvar f adol, xal td dedonpa to® x H. Villal
gvpgilonetaL xaloVtw dnodederyuévov.

ood timov tol Lord Rayleigh

23. 'Endvodos elg vd &ninedov vifc doffs. Aud tiis magovong pe-
Aétng edpov thv Exgoaoy @V xuplwtépwy otouelav thg awvijoemg v 1®
elnovied wyadnd Eminédo § = E4-in. Elduoregov yvopilo ww My a-
duxdv Avvapundy &v oy Enanédy T (PA. tinov I, doud. 8).

. q g2+l
a f = 1 —_— :LO .
(a) () = iq + — Log. [ 9 ]

A vi avildo elg 1o Eninedov tie mouymarwils dofig elvae émdvay-
xeg va yvweilo thyv oxfowv z=2z({) fjng Exgodlel v cvppoogov xal xatd
te6nov dwhidg povétipov drexbviow peraty tdv Sdo Emumédov z xai L.
H  oyéoiz ality, eivar g yvoordy 1§ Devix®y Adeic {vbnog

V. édod. 9).
|3

_ 4 [ Bl &
R A
—1

§i dav dvagepdd® elg v mapeldv @y
g 21 d
(1) z_zg=%/ew5——§

fitg oxéors, Aaufavopévov v’ S b

(6= (146D)

n = L 3> 27 L 1 379
x % (D) (-6
yodpeTal ;
T
a (Gi—1) (LHD)
@) gz 9 e‘?’“"g' @R ewD Pl dg
- I \:84 1 C
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wol Emeldng ;
@ A=) () =

o & rmioene o TED (1-5077

® -0 (i |

fi oyforg (2) vodoperan:
3 o
@) B U K R o N (E A R E SRl

v L0 (4t 1 T T

‘H dhoxdnowréa ovvdomnorg elvar dhyefoud. Adv elvan Suvardg &
umoloyiondg 1ol dhoxknoduuro; rovrov, els thv vevuriy megpintwow xad’
fiv 10 a elvan toydy, 8i1d neneoaoufvor mhndove otolxeiwddv cuvapthoemy.
Yrdggovow oly frrov eldiai nepintdoelg »ad’ d; 1o dhoxdfpmue toilito

dvvaron va dmoloyiodq Ay, Sid a — %
I. Hegintwois. a = o0 dnd. od8iv dundbiov Dmdeyet fvidg 1ijg
didguyos. “Ag dvalntijcwuey v Gvrisronov tdpoduvvauny Mow. Elg

v neglatwow tadiy (ox. 20), § oxforg (3) vodperar:

fy

. Ps 7. B+l €
) N
; : % t
2 s L [BE_ g fa
: — Zg — — — e
¥ n/ 241 aJ L
1 1
ur Py
Sy 20
241
fitor tehndng: Z—Zy = % Log. C;—t—

‘H oxfog (o) yodpetan tdte:

f(z) = iq+(z—zs) = iq+x+iy—x,-ib

fi dxdun:
(A) f(z) =i (Q+y-b+x
flug elvan t piyoSwov Suvanxdy v 1@ auédy z. “H oxforg (A) didew:
(B) ®(z) = x
¥ (2 = g—bty
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Towovtorpdnrwg 10 Suvaumdy 1dv tavtfrov elvar X, xal § owvdpinoig
tob fedparog elvar q—b+y. "Ex rovtouv &merar St

u:?(—p=
ox
V=_—b—=0 *
¥

Sud wdoay npdy t@v X xai ¥, dnh. i tagdime Shev tdv noplov elvar |
abth xai roaviov Ton ue .
Al yoaupai gedparo; Eovowy @; &iowory q -bty =c'*

dh. v =cte

fitor abron elvan ebdetar mopdidnhor 1@ dEove ox. Alamotdve St diud y=b,
Bro: Y=1 (yoapun us), xal Sue Sk y=—b ¥xo: Pp=0. Al yoaupai icov
duvapnol Exouv bz lomow x==ct® dnk. elvar eddelm xddevor Eni Tiy Suev-
Yuvoy tob gedparos. Otiw Brémouey Gt 10 Hruotdy Aiveltot HETA@OOLHDG
tootayig nal nagadifios @ &Eovt ox, tovd’ dneg mpoePiénero,

IT* neglnzwoig dgraxy. Oewod xal ndhv Sudbovya pé mapeids -
voduuovs xai mapardfiovs t@ oX, pud ebdiypaupov Eumwédiov rddetov 1H)
gevpart. “Ymoléuw &u, tiig mupetds uy napausvolions duetaxivitou, % ma-
O£l Hp Gropaxgivetm Giwvotws. Ev 1] megurtdoer tavry, (oy. 23), 1o
nhdrog Ly teivel mpds

o0 \ e, .
J-lzf ‘.H 10 50, Opoimg o QF
r---'—_---——%——-_-_-"é]: —3 50, GA’ § Mdyoe
: .-t adriyv —Q—s = Voo 1ei-
3 A : 0y
B ( ) O i x n ~ *
} ' =T T yelvel npo@avig mQog
C? N _".'! 1. ‘H yapaxtmgLott-
. Voot e wly oradeod hapfdver
"—;'_—" . 3 o,
y )I thte ™V Ty
—etol.casoJ-15i00
J‘"‘ C-l 1+ 1
Xy, 23

_ 2Vhe  1-Vig
Ty Vi T Ve

fitg, 816 Vo<1 yivetat & =1
£ 3 4 ] L) » 4 L > r €
Az dvalntioopey ele v neointtmowy tadmy v dvrictoyov Bdpo-
T » ,
duvapuayy Aoy, "H yovia a elvar = . "H oyfoig 1) Egpdlovea v

4
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ovupog@oY %l xazd tpdmov BimAdds povdtipov dmaxdviowy petatl o me-
blov fofic (A) tob ay. 21, xai 0¥ furxixdov G < 1, n = 0, yodpetal:

e lp [\ /EROTEY ot a
ot f \/(cl—c)(uclt) orl T

fitg dua G=1, yiverar

4
] dr
Z_Zg — -g C +1 _é
-1 ¢
1
xol ®otd tovg dvatdow Gmoloyionods
q U1l

Zmlg= HJ'[_ W08 —— Zc

‘Ev 11} nepurtddost tavty o piyadumov Suvauixdv yodopetal
F (2) = 0 (2 —zs) = Q) +(xmxe) 4 £ (v-ye)
=il + x + iy—idy

. ’ ’, =X
Onddev mpondnte @
Y=y -
Blénw edyeplig Ot §i tayveng #xer g guvictiaag
h b
1=2% 1 v v= P
ox oy

maviot 1ol nedlov fofic. Al ypopual Toov duvapod

(pzx:(:‘e

elvan eddeiar xd¥etor @ tolye ny.

Al yoauuai devparog
P=y=c'*

elvar ebdelon magdAniot 1@ fedpart ox, dnh. 1 iy wy. “Qote §f xivnoig
glval ;. uetaqopd iootayis.

Avvapar 8dev va ginw Ot elg thy neolntwoly Sudouvyos pé modv
wéya mhdrog v oyxfost pE 10 Euaddiov, 1o Sedun elvan els mpdiny mpo-
afyylowy ULd petago od.

‘H fevdépa yoapun A 2v tf) meguitdoer tadty #eu xoapmvhdne

= ~

WnoeiakA BiBAI0BAKN Ocd@pacTog - TuAua MewAoyiag. A.MM.O.




543

1 ; : o € 3 * - l-
- =0, xuvrod, dni. 8¢ oluvddrore nulyv tob 2. Todvo ngonvatel elte &
tfig #wswoewg (Xa) Grav gig abiy yivy
B 1'—Vﬂ:>c —I n
singy =0 — =0 ol = —
1 e 1+V‘x_i ¥ u 2
VDO'-:]

glre 8n g Ehwdarme (D) 1ob dp. 1D, tijg Onolag 10 20v puéiog dia
fi=1 pndeviterar éx tavrdimtos S mdoav nunv tiig { dnh. fi¢ ndv on-
ueiov, ‘H Ehevdépa youpun weiver va yivyg evdeia. Olxodev vorttar 61

tavta logdovar pwdvov $a thy nepintwow 1ot xadétov Epnodlov (o= =

- - 1 7 ’
wtl obyl tviovong xhloews.

24, IIegpinzwaig coduygdupov Bunodiov xadéiov 1 deduaze.

P , B fL - . ~ 2 ,
Eic thv sspimtwary tadiny w= — xal § oxéorg (3) tov dp. 23 yodgerw :

2

_ (C1+t) ) ot a

(BI-C) ) C“-g-l C

"AMdoow Uy eig a, xal £ el x (dua v edyéoelav Tiis yoaig) xai
aopotidepnar va vmoloylow 1o &loxhipwua

——
J = \//W___)(__E_ﬂ_"ﬂ—l_d_x:; (a =1).
(a—x)(—é-—x) Xl ox

I, L

i
‘Exteddy tov ) apdv: x_—_(—— x)u2 B o X =g
HTEAQD) TOV HETAGYNUUTIONOV: a4 a £E ov i o)

Téte 3w

Viersl )= (3-x)o =G

9 P a(l4+v%)20—(uP—a¥) 2au  2u(l + o)
) 1% = (Lt T a(l 4

WYnoeiak BiBAI0BAKN Oed@pacTog - TuAua MewAoyiag. A.lNM.O.



334

dx 2u {14a?)

3) x (14 uw){ul—ad)
4 x2_1 1 2 2 _ (v'—a¥—a¥(14ufj?
T St e T T PPy
a¥(J 4 uf)?
{ni—a?)—a¥(l +ul)?
= 1+ a0
5 x0—ldx (w-aff_o¥(l+u’} Zu(l+d®)  2u }"uﬂ—a’_nﬂ(1+u*)‘
) x41'x " (140 (a?+uf) (14uf)(ui-a?) aifud) 1 fud  wi_q?
u_q? a7 1 u2+uﬂ__
6) \/(“+x) \/‘ a1 LE a(l—u9) |
1 - l—a?
- 3o g
= Wire) \/[201 ud(l a)_l [u = ]
_Ve(=ey 20 N 1—df
a{l4vY) (1-(:5'—11 ) (u +72 )
Yérov 86
A= 2o agk B sy /1=
1—af 2

, CTTID J — 1 N
AapPavo : \_/ _uf (BPouf) = \/ : x(f__x
aidran VA=) (5700 = /(a2 —x)
nei 10 Onokoriotéov Ghomhrgoun per’ dvikatdotacwy xal dnhomoinaw
yivetal

I 2(14o) " wr Tui_g®  a¥lquf)] ill
Ve (l—u“) alpud 1yud T wiigl ) W/(AI—wh) (Bl

8neo oxllerar elg 1d ndrwde dde GhoxAngdpata:

Je ui{ui_qs) du 0 Jik P, dx

'= ) @) ey s ISR G, vk

J_ kf a?uﬂ('-‘.uﬂ) du . . J 1 PR dx
= o s o —— i] o Je=K

Fi (as+u4)(ug_a§). \/(A"_ﬂ%}(u’,{_Bﬂ) ing ue QfPﬂG - Q2 vx

WYnoiakA BiBAI0BAKN Ogd@pacTog - TuAua MewAoyiag. A.MM.O.



2(1-|—a'[)
V2

Td dadppitov tob nagovopactol tdv Ji nal Jg elvar tpudvupov
4°0 Bafuov dHg mpog u, bltu@aymvmng nopgflg, cvvendg tda Ghoxhn-
popata J xai Jy slvar elleutnnu. ot Tomov HIL Tatra
Gvdyoviau el tov wmov I Sid tob petasynuatiopod A?-uf-u?, ela el
™y xavovixdv wopely ot Legendre

Sviu Erédn k =

/ R{u) du k = ct® == module

V(i) (1—k%a)

vd thy Gmolav 8a Addvavro va Exteheoddor  tfi PBondele g ovvapth-

ozws 1ol Jacobi suu. ("Avdiuois elg dnhd otoweia xhn). 1'd elpnpéva Ghoxdn-

owpata Dd Hddvavio Enione va Dmoloyioddol 80 dvaywyfic abudv el thy
ravovixdyy popphny 1o Welerstrass

S(u) da

/ \/4 ud_ ggu-gs

ondldev EEdyerar 8 dvaotpogfis: u=p(z; gs g1 )

ol Gaep Déter td Showdfowpa Brd Ty popgdy: ]=J S(pu) du, Evia

S(pu) = fnti) ouvvdpinolg dg modg pu. "0 dnoloyionds ol dhowhnpdparog
rovtov yivetaw 1dte—idg yvwordov—>” dvaidoeng elg duid oroysia

Ag B]_ Bs

Ay
Slpv) = ﬁ;j(l'{_ (pu—a) e pu—p + {pu—p)e Fee

#via a, 3,... elvon ol mdhou ¥,

1 r 4 k] ’ . 4 AY

Onwedfinors xatadfyer 115 el molinhoxov xal Svoxgnotov uopenv
ol Oa Expeme dudun vd Avdf A oxéorg z==z ({) &g mpds &, Sud va xa-
taorh] Eguery €v 1 mediel | pevdfacig dnd Tivog onueiov tol Emumédov
eic t0 dvriotoixov toio¥tov 1ol Emumédov z. Ilapainpd 8t f z elvan v
téhet EMAewrind] ovvdptnols tig uetafinific T, SnA. peodpopgog &v mpdvolg,
#rovoa &g dvouala onuein pdvov adhove tovd” Gneo mpoePfléneto naddn §
z=2z (¥} 2nqedlovca thv ovppoggov xal xatd tedmov dumddg povdtpov
3 rd S -~ L4 2 I b b e hY - k4 *
drendviowy petalv tv dvo Emutédwv z xai § dév dvvaral va Eyxpn diing @u-
oewg dvapala onpela, drva xotd o Yewonpa ol Weierstrass 04 floav

1B P.Appell et E. Lacour, «Principes de la théorie des fonctions
Elliptiques», 1922, page z7o.

WYneiakni BiBAI0BrAKkn OedppacTog - TuAua MewAoyiag. A.M.0.




336

odo1ddn dvdpala Snh. magoveidtovia mAfen 1§ uspuwhv drpoodiopiotiav
&v 1l mepoxn abtddv, Omep &moxdelercn Aoy tiig Bunhils povotipiag. Téhog
fi z elval ouvdpmowe xepodurfi—xal "pdhiota Suthdg—rtig uE'caBAntng L.
Ornep dév N0 moogavés.

Meta thv Extéheowv 1@V dveo Shoxdnpwpdrov—ry Bondelg tdv Ehder-
RTK@Y ovvaptiorov—ia dpuitunto) Epappoyl obdeniav dvoyigeiavy magou-
oudlel, mdvimg o Lfinua tolto Expedyer wob alawslov tiig nagovong dua-
toififis.

28, Totyos=-2unddiov, xdteros v fedpare. QU Epappoyiv thHg
nmagotong peiftng duvdpeda va Jewprowmey thy negintwoiy orepsoi £u-
nodiov evOuygdppov utv @MAa pt nemepaopévov mhdrog, xadérov eig v
SuiedOuvawy 1ol Hedparog (oy. 22).

‘Qe Engaiverar &x tod oy 22, Erouev

95 =8,-0, ﬁg:_a5=_% wal  O1=0—0
Ly
L}
03 y

92. l .RZ

- —— -

91

WYnoeiak BiBAI0BAKN Oed@pacTog - TuAua MewAoyiag. A.MNM.O.




337

3 : . -
Elvat draguitnrov &v nodtolg v dnokoylom tv svvdpmow o tob
Levi-Civita.'O voroc (A) tob dg. 14 dider:

o) =1 —5 Log CxC Logl Cﬂc 5 L8 T £ ¢
_ = C—Gs
—2—L0g I—CSC

nep yodgeran
] (C—Ca) (E—La) (1-Ea1) (1 -L:E)
M ol=5 Log = m Tt €00 -to

. . , 1 .
TAN Eyouev : Gi=ei®t) Ta—eto?, [j— —etoi—__ E— (s——gitlm
2

G

B £ _ Ga+C
I-L=l La 83
E  14GE
C"CEJ:C _c— == ci
1 1+tst
E—La=t +— 5= G

*Avuxathotdv elg v {1} Aapfdvoe :

(6+Ce) (C—La) (E4Cal) (1-Eab)
(E—C1) (G4+-Ca) (1—Cal) (14+TaE)

fitg elvar fi Intovpévn ouvdotnoie Exaindederon edhndrog dtu did $1=10,
=0 (rnepintweic Aemtod - ebrduvypdpupov Epnodiov xadérov @ Hevnart) Aap-

@ o) 5 Log

2 \ n,
Bdvw thv auvdptnowy (B) tob "Ag. 14 Sia a=g
‘H oyéag (2) yodogerar, rapfavouévov On” v du eid =

(sio-p o) (ciaeis) (1 peilata) (1cilorto)

i 1] (E) = g (egu ezm) (etu+ eluz) (1 e;(¢z+a)) (1+el(g1+¢))
. G140 ., O0—0g 0 40 . 0y—--0
i Sin 2 « 81N 2 2 cos 2
B Log. g-ai O30 O03—0 G140
Sl[l——g— - S8iD 2 - COS 2 + COS 2

WYnoeiakh BiBAI0BAKN Oed@pacTog - TuAua MewAoyiag. A.lNM.O.



338

. tg 0140 tg olToa
? 2 2
= - - Log.
2 1o OFO8 (o 0=
g 2 g 9

‘H ayéoic (B) vod doid. 14 mineolrur & tavsbinro;. “Ocov agood
tiiv oxfow {a) atity dlber:

n—1 Sindh—du
: 2 ,
1 _
ﬂl+;zh(ﬁhh_ﬁh) . Log. . 0h+-6-o = B+i.Log Voo
1 Slﬂ—g——
onddev
n—1 (9 T
| sin (2 4)
(3) Log Voo = ﬁz (Bu41-05) . Log, —————
7L h .
1 sin(3"+7)
AN Exopev:
. Tt a1
L osn(-g)
Ald h=1 ? Log. " oL
sin (I-l— 2‘)
[1)] T
1 L 5in (2—— 4)
Ad h=2 & Log. — (02 -
s1n é_ + Z)
Alﬂ h= 0
. {64 W 03 T
. 5‘.“(2—_1) — Lo s‘“(z 4)
Awh h=4 — Log. = .
1 2 sin (914._“,) 2 sin (f’_ﬂ_|__“_)
2 4 4
. {05 =W 0 _ @
| snn(?—z) R . sin (2 4)
Al& h = ) ? LOg o - ——2— og. o1 -
in{=" + sin -—o—f)
s (2 4 2 74

WYnoiakA BiBAI0BAKkN Ogd@pacTos - TuAua MewAoyiag. A.MN.O.




339

Kal §i oxfog (3) ylverm

)— (2L in(%_ %
LogV:va-_--;— Log'in_(%—i_)—-i-Log sm(i ir)
_ gy sin (5 + 1)
Bz (% _ 1Y

+ Log. _T(_z__j“_)_ + Log. sin(3’ — 1)
EIEI AT

*Onddev xaténiv anhonoigewy ouvdyopey

o G G () ()
- = [} n (o] - g1

w(i-5) w(G-7) (-eg)(-es)

Suven@dg A oxéolg fi ouvdéouvoa 14 Oplopatd oy xai og mEoOs T He-
Souéva 10t mpofifpatog q xai @ (§ Voo elvar:

s ey
(=e3) (3]

\ ’ 3 . 17 c
Avvduedta vit ddowpey oirbuipetov tuny eig 10 oy (ndviwsg oy éi). n
oxéorg (3} Bider 16te v wuny tiic 69 O émdvoews dg mpdg O

’ 1+tggl-—V:xo (l_tg %l)
0y = — 2arc lg

14-tg (2” + Voo (l_tg %)

Avvapeta va efiowpey tiiv Fuppacy 108 tpoug b (= mdyovg 10D

tolyov - Eumodiov) B dnodoywuol dvaldyov mpdg Exeivov tiig Eooyfic 1o
Borda.

Iodyuar, épapudlovies 1ov fregov v winwv VIIa 109 doud. 10, Eyouev

WYnoeiakA BiBAI0BAKN Oed@pacTos - TuAua MewAoyiag. A.l.O.



340

4

h = g—fe". tgo. do
]

IIpdg tmohoylondy 100 ovviehesrod 1 tov & v tf) ovvagrioe o (C), Umey-
Supltw Bu Bxi tfic fwe - nepipeoetag (1, 1,—1) #yo = e* (0 <o=n)
xai smedn

sin 229
&=t _ 2 (h = 1,2,3,4,5)
1-CCh . COntao

SIHT

Eyouey
014-a 0g—0C

Lot bttt 1ot _ 2 'Ey

t—L 1Lt 1-LE TG tg_ol-o‘_ :_g 0rf0
2 2

_. singi4sing  sincg—sing
singy—sing  sinog+4 sing

AapPdvopev tote edndhog:

{sine,+sing) (singe—sino)
~ VY (sino;—sing) (sinay+sing)

e"

A -~
RO TEALR@DG

a
p 4 ,.\/(Simn_sino) (sinsatsine)_ tgo do
ﬂ'j (sino;4-sing) (singstsine)
0

dxep OGhoxhpwpa Exgedletar dd tdv Eeumtidy guvapthicewy.
TEAIKH IIAPATHPHZIZ. Ei tiv negotioay pshérnv q nugiotd-
veLTv magoxiyv the ouvnperpixiic dubpvyog xai Qi 10 oradepby mherog
abtfiz. Ak va dvagpépwvtar ol dvwiéow Uroloyionol TtV atouEiov ThHg w-
yiioewe Eig Thy mpoyuatkhy Siwpvya doxel va Evlvpunddpey Gt td mhdrog

1iig noayuatxilc dudpuyog eivm—; Rai 1 agoxh cu’uﬁg%'

TEAOZ

WnoeiakA BiBAIoBAkn OedppaocTog - TuAua Mewoyiag. A.M.0.



B ot 2t a3

MOUVEMENT DISCONTINU D'UN LIQUIDE PARFAIT
INCOMPRESSIBLE DANS UN CANAL COMPORTANT
UN OBSTACLE ACCOLE A L’UNE DE SES PAROIS.

Par A. BroKOS, ingénieur
Dr &s Sciences Mathématiques.

Les lignes qui suivent constituent un résumé aussi succint que
possible d’une thése de doctorat soutenue devant la Faculté des
Sciences de I'Université de Thessaloniki pour 'obtention du grade dé
Docteur és Sciences Mathématiques. Je me hite au préalable d'adres-
ser mes plus vifs remerciements envers MM. Otto Pylarinos et
Th. Varopoulo, Professeurs 4 I’Université de Thessaloniki pour I’in-
térét bienveillant dont ils m’ont fait preuve durant 1’élaboration de ce
travail. De plus je me considére heureux dexprimer ici ma respe-
ctueuse reconnaissance 4 M, Umberto Cisotti Professeur d°
Analyse et de Mécanique des Fluides a I'Université et i I'Ecole Po-
lytechnique de Milan pour son bienveillant encouragement, ses
conseils éclairés et le jugement qu’il fit de ce travail avec l'antorité
connue sur cette nouvelle branche de la Science qu’est I’'Hydrodynami-
que Plane,

Lie sujet de cette thése inspiré de la technigque des travaux hy-
dranliques, se rapporte & 1'¢tude du mouvement plan et irrotationnel
en régime permanent d’un fluide parfait incompressible (liquide) et
homogéne dans un canal limité par deux parois rigides, comportant
un obstacle solide et immuable 4 parois réguliéres, accdlé A 'une
des parois du canal, cas qui correspond trés approximativement &
I’écoulement de l'ean dans un fleuve on canal contenant un épis on
plus généralement un mur obstacle reli¢ & 'une des rives. Il consti-
tue donc une contribution i la solution du probléme dit moderne de
I'Hydrodynamique dun «mouvement d'un flnide parfait rencontrant un
obstacle», probléme qui a affronté les efforts hardis des géométres de-
puis Newton, d’Alembert, Euler jusqu'aux Mathématiciens contempo.
rains sans recevoir une solution définitive a cause des difficultés in-
surmontables bien connues que présente I'intégration des équations fon-
damentales de I"'Hydrodynamique,

Le mouvement étant supposé plan, le probléme a été traité en
toute rignenr mathématique par la méthode si ingénieuse et élégante
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des Physiciens Helmoltz {1868) et Kirchoff (1869) griace 2 laquelle on
parvient 3 échapper auv paradoxe connu de d'Alembert

par une supposition conforme 3 I'image réelle du mouvement, celle de
la DISCONTINUITE. On admet er effét {(voir fig 1, du texte Grec}
qu’un certain filet liquide g rencontrant l'obstacle solide s au point
mort 0 ot la vitesse du fluide s'annule, sz bifarque a partir de ce
point en deux filets distincls enveloppants les paro's rigides @, et
@; jusquaux points P; et Pyod il y a décollement. A partir de ces
points le liquide se meut en formant les lignes libres ou de discontinuité
A et Ag A travers lequelles la vitesse du fluide subit une varjation finie
et brusque alors qu’elle varie continument sur elles. De cette fagon il se
forme i P'arriére de l'obstacle, une zéne stagnante et immuable B dans
laquelle le liquide reste en équilibre. Cette supposition constitue la
théorie des sillages, qui fondée physiquement par Brillouin, et mise en
ceuvre par la sus-dite méthode de Helmholtz et Kirchoff a 'permis le
traitement de divers problémes de I'Hydrodynamigque Plane, tout en
échappant au paradoxe de d'Alembert. Nous croyons devoir souligner
ici I'extension et le perfectionnement considérable que cette méthode
a subi ces derniéres années grice aux travaux remarquables de MM.
Levi-Civita, Umb, Cisotti et Henri Villat.

Dans la Ire partie nous rappellons trés brievement les principes
fondamentaux de I'Hydrodynamique Plane,le paradoxe de d° Alembert
et la mise en ceuvre mathématique des hypothéses de la théoric des
sillages et des conditions générales et celles 4 la limite du mouve-
ment 4 Paide de la théorie des fonctions analytiques d'une variable
complexe et de la représentation conforme du plan de I’écoulement
réel z sur un plan fictif complexe .

Dans la IlIe partie aprés avoir mis en évidence la position
de notre travail p. r. & ceux de MM. Cisotti et Villat nous com-
mengons par un déplacement du probléme A celui plus simple
de la veine fluide, opération justifiée rleinement par [Iapplication
du Principe des images et conduisant a I’étude du mouvement d’un
fluide formant veine symetrique (fig. 6} ce qni permettra des sim-
plifications notables dans l'expression des conditions du mouvement
ainsi qu’au calcul des éléments du mouvement. Le nouvean champ
d’écoulement constituant un domaine simplement connexe nous pour-
suivrons se représentation conforme et biunivoque sur un demi-cercl:
de rayon 1 du plan complexe . La recherche dés lors de la fonction
analytique z=z(f) qui permettra cette représentation conforme et biuni-
voque entre les plans z et § est la 1ére question qui se pose, Ce pro-
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bléme déji difficile de I’"Analyse n’admet de solution directe dans no-
tre cas par le fait que le champ d’écoulement a une disposition géo-
metrique inconnue & priori, fonction de 1’état cinématique du finide.
Ou y parvient cependant par une voie détournée que nous résumons,
On commence par un transfert des conditions analytiques du mouve-
ment, sur le demi-cercle du plan complexe { {fig.8) par des considérations
et procédés pour lesquelles nous renvoyons 4 l'ouvrage magistral
eldromecanica Piana» du Prof. M; U. Cisotti. En suivant on déter-
mine dans le plan { le potentiel complexe,

f=@+wp
fonction fondamentale, dans laguelle ¢ désigne le potentiel des vitesses,
telle que u = %;: et v= ?)—{p ol uet v sont les composantes suivant ox

et oy de la vitesse V. La fonction vy dite de Stokes fournit les trajé-
ctoires des éléments fluides en mouvement, Pour déterminer cette
fonction f dans le plan § il n’existe aucune méthode directe. Dans
chaque cas on se rapporte anx conditions analvtiques du mouvement
préalablement transferées—comme il vient d’étre dit—sur le demi-cer-
cle du plan § et 'on cherche par des essais et tAtonnements une fon-
ction f satisfaisant & toutes les conditions posées. Dans notre probléme
nous sommes parvenus a construire effectivement cette fonction f,
satisfaisant a toutes les conditions du mouvement

19 = i+ -+ Log. [5 +7)]

d'otl résultent:

q 1 /5 1 o o
(L) = Log. ﬁ\/gf’ + & + 2cos2q

1 g1
W(E) ~:q¥ 1+ —arc tg [Qﬁ+1 ’ tgo]g

Ainsi le mouvement du fluide est connu dane le plan . Par des cal-
culs faciles on régoit I’équation des lignes équipotentielles en coordon-
nées Cartesiennes E et y sur le plan {:

Apx

-2 ) —1=4(E + e ©
ainst que celle des lignes du courat:

nE +n? — 1) =AE(EL + 0P + 1)

Pour connaitre le mouvement dufluide dans plan réel z il suffit
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d’établir la rélation z=2(f) qui exprime la représentation conforme et
biunivoque entre les planszet{. Celle-ci est obtenue par I'application de
de I’4quation fondamentale bien connue de I'Hydrodynamique Plane :

(1) W= gif::e-im

o étant la fonction de Civita = 8+it ol § = angle de la vitesse V avec

+ ox, et 1= Log V, Or { étant connue, 'application de I’égnation (1)
fournit sans difficultés:

q Fia g1 dg
L o I =—— e * 53

ﬂf 41 g

—1
qui est la rélation cherchée. Celle-ci constitne de plus la solution
générale du probléme car grice a elle nous parviendrons a calcu-
ler tous les éléments geométriques, cinématignes et dynamiques dn
mouvement,

En effet nous donnons dauns la Ile partie I'expression analytique
explicite des parois @, et @y de l'obstacle solide ainsi que des parois
p et pg du canal. De méme nous donnons les équations parametriques
des lignes libres 4, et A3 ainsi que l'expression dela courbure des ces
lignes et de leure arc. Enfin moyennant la relation w=e"@ [a distribu-
tion des vitesses sur le plan { est connue, ainsi que celle des pressions
du fluide par application de Théoréme de Bernouilli. Dans toutes les
formules donnant I'expression analytique des éléments ci-haut menti-
ounés figure la fonction w(f)dont la détermination effective ne peut
étre faite que si 'on donne d'ane fagon concréte la forme de lobstacle
solide. A cet effet nous avons consideré le cas usuel de l'obstacle-lame
placé sous un angle quelquonque a (fig. 9), et avons déterminé la fon-
ction w ({) en ramenant le probléme 4 celui de Dirichlet dans le cercle.
La formule de Schwartz telle qu'ells a été transformée par M. Cisot-
ti fournit la solution

in (68 (148: 8)
o(f) = —Log > LA
n (G40} (1L, )
qui satisfait a toutes les conditions.

Cect fait nous sommes parvenus a4 pousser plus loin une discus-
sion sur les proprietes géométriques des lignes libres A, et 15 Par une
calcul original assez long nous avons donné I'équation analytique in-
trinséque de ces lignes, dégagée de complexes;

Wnoiokn BiBAI0Orikn OcdppaoTog - TuAua Mewoyiag. A.MN.0.



345

2 LY N
1 4a. sing, eq_l(eq_ eq_l)

R N
g(eq+ eq_l) — cos 26,_| + sin®2o!

dont la discussion permet de retrouver certaines proptietés caractéri
siques bizn connues de la théorie des sillages, conformes a Pexpérience

La IVe pariie de notre travail s’occupe dn calcul de la Résistan-
ce opposée par l'obstacle solde au fluide en mouvement. C’est I'in-
connue principale du probléme A cause de son utilité manifeste pour
1 art des constructions aérodynamiques. Nous avons traité cette partie
du probléme en toute généralité en nous plagant dans le cas abso-
ument général d’un canal A parois quelquonques avec obstacle de
orme ar bitraire (fig. 11) et avons donné les formules générales don-
nant la Résultante des pressions exercées sur ’obstacle par le fluide en
mouvement par deux méthodes difféientes a savoir: par application
du Lemme de Green sur les fonctions harmoniques et du théoréme de
Huler, qui se vérifient mutuellement.

Comme cas particulier intéressant nous avons envisagé celui
d’un canal A parois rectilignes et paralléles 4 + ox, avec obstacle
quelquonque (fig. 12) et avons retrouvé valables pour

As - » r
notre cas les formules R, =5 et Ry = 0 gni constituent un théo

réme élégant de Mr U, Cisotti. De la méme fagon nous avons obtenu
es formules donnant la Résultante de pressions exercées sur les parois
du canal par le fluide en mouvement.

Enfin, par un calcul qui se rapproche de celui de Mr Cisotti dans
un cas analogue nous avons calculé la Résistance rapportée a 'unité
de longueur d’une lame-obstacle dans un canal 4 parois réctilignes
et paralléles a +ox. (fig. 15). Par un passage 4 la limite on obtient
acilement la formule classique de Lord Rayleigh.

R i

1 n 4

relative an fluide indéfinement étendu dans tous les sens. De cette
fagon le probléme de la Résistance a été résolu dans toute sa gé-
néralité.

Dans la Ve partie nons examinous divers cas A la limite intéres-
sants, par application du Principe des images. Ce principe nous a per-
tnis par des raisonnements excessivement simples et rapides soit de
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retrouver certains résultats connus-notamment un théoréme remarquable
de Mr H, Villat—soit de justifier pleinement certains passigesaila
limite, Aussi je me, permets de souligner ici mon opinion personnelle
sur la fécondité et la simplicité de "application du Principe des images
en Hydrodynamique Plane,

Le mouvement du fluide étant connu sur le plan { il reste 4
opérer le passage an plan z du mouvement réel moyennant la rélation

—

5.
q S I\ | tﬂ_l dt_'
1 A e =

) T J B+l ¢
-1

qui exprime la repreésentation conforme et biunivoque entre les plans
z et L. A cette effet il nous faut effectuer intégration du second

memhre de (1}, qui en remplacam @ par sa valeur, s’écrit:
.“__
. | J TlE40) (1L )7 Gi-1 o
(60 (1448 'f;+ £

-L

Le calcul de cette intégrale est possible seulement dans le cas
n . -
=3 (lame normale an courant) par les fonctions elliptiques. Nous
avons en effet pu ramener le calcul de cette intégrale, par une substi-
tution appropriée, 3 celui de deux intégrales elliptiques soit sous la
forme canonique de Legendre, soit sous la forme normale de Weiers-
trass. Le calcul effectlf de ces intégrales elliptiques n’offrant aucune
difficulté spéciale, sauf la longueur, n’a pas été effectué comme échap-
pant an cadre de ce travail. Ajoutons que pour le cas particulier a=0
qui correspond & un canal sans obstacle le calcul donne comme solu-
tion hydrodynamique @=—=x et y=—=C!® ce qui exprime que le mouve-
ment du fluide est une translation uniforme, comme il était 4 prévoir.
Enfin comme application de notre travail nous avons consideré le cas
d’un obstacle—mur avec épaisseur finie. La méthode appliquée reste
valable ainsi que toutes las formules donnant les éléments du mouve-
ment sous reserve de calculer la fonction w y relative, C’est ce calcul
effectif que nous avons donné précisement en terminant notre thése,
ainsi que de certains arguments figurants dans les diverses formules,
et de D’épaisseur h du mur,
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1. Ei¢c nap. 2 dvii v = vod —_=—
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2. Eig 10 oy. 6 tiig napayo. H fi perabld tdv yoaupdv pg xal p, me-
otoxh déov va Gvaypupfi (A) xat g (A).

¥
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_‘q’ {tiﬂ—l E Yg‘p -—q'

Tl dg
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dvii M—ily 1— {1 <C3cos20,) 4+ isin2o; £¥ . (cos20, L) — isinZay 1
T 7L (1-G2c0s204)? 4 sinT2op £f (cos2ay —LF)? 4 sin2o;

yodoe M =it ‘

{1=C3cos2q;)? + isin2a; [ (cos2o; —L¥) — 15in20; —'
{1 —ticos2ay)s + sin*2a; ' (coslaoy-La)® + sinloy

B, To Bvavit ay. B avapéostar el 1 Dedonna
wib Euler (napaye. 19).

&o. 20 napdyo. 8nov V' & + yodope

6. Eig v o’
T

Ve nai 8rov V

+ yodgs V %

I
a

7. Ei; tov vinov (XV) tic vn’ do. 20 mapayg.
dnov sina  yodge sina,
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