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Uber die Strahlensysteme, deren Brennflichenmiintel
durch die Systemstrahlen konform aufeinander

abgebildet werden. (})

Von
0. PYLARINOS

Die Geraden eines zweiparametrigen Stralilensystems vermitteln
zwischen den beiden Minteln seiner Brennfliche eine Abbildung, bei
der unter entsprechenden Punkten der zwei Mintel die auf derselben
Gerade des Systems liegenden Brennpunkte zu verstehen sind. Von
nun an entsteht die Frage nach der Ermittelung derjenigen Strahlen-
systeme, bei denen die durch die Systemstrahlen vermittelte Abbildung
ihrer Brennflichenmintel aufeinander von einer von vorherein bestimm-
ten Art wird,

Diese Frage ist insbesondere im Falle untersucht, bei dem die
durch die Geraden des Stralilensystems vermittelte Abbildung der zwel
Maéntel seiner Brennfliche aufeinander eine fsomelrie ist (*) und welcher
mit dem Problem der Bestimmung aller Flichen von einem gegebenen
Linienelemente eng zusammenhingt.

In der vorliegenden Arbeit werden wir uns mit dem Falle
beschiftigen, bei dem diese Abbildung konform ist.

Im & 1 werden in symmetrischer Form die Bedingungen aufgestellt,
welche der Brennpunktsabstand und die drei Fundamentalgréssen erster
Ordnung des sphirischeu Bildes der abwickelbaren Flichen des Strah-

1. Kine Zusammenfassung dieser Arbeit wurde im “Archiv der Malh, 2,
1950, S.8. 449 - 4506” verdffentlicht.

2. A, Schur, Uber diejenigen Strahlensysteme, deren Brennflichen durch
die Systemstrahlen isometrisch aufeinauder bezogen werden. Math. Zeilschrift,
18, 1924, 8.5, 114-127,

8. Finikoff, Congruences avec les deux nappes de la surface focale ap-
plicables I'une sur 'autre par les points correspondants, Annali di Mat. 4, 1924,
8.8. 175-184. -

WneiakA BiBAI0BAKN Ocd@pacTog - TuAua MewAoyiag. A.lM.O.



4

lensystems erfiillen missen, damit thre Brennfldchenméintel durch die
Systemstrahlen konform aufeinander abgebildet werden.

Im § 2 wird das System der partiellen Differentialgleichungen,
welchies die oben erwidhnten Bedingungen bilden im Falle derjenigen
Strahlensysteme integriert, in denen der Winkel w der Brennebenen
konstant ist und welche wir im folgenden mit Vincensini (*} als Strah-
lensysteme (w) bezeichnen wollen. Es wird sich somit zeigen, dass, wenn
die durch die Geraden eines Strahlensystems (w) vermittelte Abbildung
ihrer Brenuflichenmaintel aufeinander konform ist, der Winkel w gleich
33"— ist. Weiter werden die zugehdrigen Strahlensysteme (w) in zwel
Klasseu eingeteilt.

Im § 3 werden die aulgestellten Bedingungen zur Untersuchiung
der unserer Frage zngehdrigen W - Strahlensysteme benutzt. Man erhilt
so wieder als einen spezielleren Fall solcher Strahlensysteme die Strah-
lensysteme von Thybaut(®), welche die einzigen bis jetzt bekanuten Strali-
lensysteme sind, deren Brenuflichenmintel durch die Systemstrahleu
konform aunfeinauder bezogen sind.

1. Fiir unsere Anfgabe scheint es zweckmissig als Parameterflichen
1, v anf dem betrachteten Strahlensystem die abwickelbaren Fldchen
des Systems zu wihlen, so dass, wenn e, f, g die Fundamentalgréssen
erster Ordnung des sphirischen Bildes des Strahlensystems bedeuten,
der Brennpunktsabstand 2 g eine Funktion von u, v wird, welche der
partiellen Differentialgleichung

Ll o ) Sa oh o
L1 somta sipb 24 (%+g+f) =0

geniigt (*), wobel

de og 5& de
’ AT T eg—py T 12 2 (eg—1)
sind.

1. P. Vincensini, Sur les généralisations de quelques problémes de géo-
metrie differentielle et sur certains cycles de congruences. Acla Math. 71,
1939, S. 145,

2. Siehe L. Bianchi, Lezioni di geometria differenziale, 1927, B. II;, 5.5.
188 - 190.

3. L. Bignchi, loc.cit. B. I;, 5. 484,
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Bedeutet nun o den Winkel der Parameterkurven u, v auf der
Bildkugel, welcher, unter der obigen Annahme fiir die Parameterflichen
u, v, dem1 Winkel der Brennebenen des Systems gleich ist (}), so gilt

[1,3] Ccos :j — » Sinm=— Veg—f

Veg Veg

und e, g, o der partiellen Differentialgleichung

Mo » E dw e
[1,4] -a—n—a; +COS(D [ b \/g —{— ag; \/g]

e [ (0\E)+ & (+\2) vt |0

geniigen, wobei f in a, b durch e, g, 0w mittels [1,3] ansgedriickt werden
kann. Letztere Gleichung ergibt sich aus der Liouvilleschen Form (%)
der Gausschen Gleichung fir das Kriimmungsmass einer Fliche mit
Riicksicht auf die Tatsache, dass hier die Fliche eine Einheitskugel ist.

Bezeichnet man ferner mit E,, F,, G; E,, F,, G, und mit L,, M,
N,: L., M,, N,die Fundamentalgréssen erster und zweiter Ordnung der
Brennflichenminte! des betrachteten Strahlensystemns, so hat man (%)

(Lol E,=d (33+b9)2'F1:“439 (g?ﬁrbo), G, =4’ (a"f-g),

6] B.=de* (b-e), = —4 b0 (52 +ag), Gy=s( 22 4 ap)

und

— 5@ . . _{%m | £ .
L7 Ly =2 V& 5.+ bo Jsine, M, =0, N, = 2ovig( 5.4 b/ Tsino

1. L. Bianchi, loe. cit. B. I,, 5. 488,
2. L. BDianchi, loc. cit. B. I,, S, 271.
4. L. Bianehi, loc. cit. B. I, S.S. 486 - 488,
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{90 P , —{% .
[1,8) L, =— 20y¢ (*—1» a\/_ sinm ), M,=0,N,=2y¢ (-—Jrag) sinaw,
fu g ov

wobei
do 8o
(1,9] o 4be#0, ~fa0#0, a' +-g#£0, b FeFE0

sein miissen, da hier beide Mintel der Brennfliche als verschiedene
Flichen angesechen werden.

Die jedem Wertepaare von u, v entsprechende Punkte beider
Maéntel sind, nacli der obigen Annahme fiir die Parameterflichen u, v,
die Brennpunkte des demselben Wertepaare zugehdrigen Systemstrah-
les; demgemiiss bilden diese Punkte ein Paar entsprechender Punkte
bei der durch die Systemstrahlen vermittelten Abbildung der zwei
Mintel aufeiuander. Damit also diese Abbildung konform ist, muss
bekanntlich

™

10
11,10} E, G

B

F, G

sein,
Hieraus mit Riicksicht auf {1,5], [1,6] and [1,9] erkennt man
zuerst, dass in unserer Aufgabe

a4 gz 0, b*+ez0
sein miissen und weiter, dass beide Grdssen a, b nur gleichzeitig iden-
tisch verschwinden kounen.
Ist nun a=b =0, soergibt sich aus |1,5] und [1,6] F,=F,=0
und die Bedingung [1,10] geht in die

dg o\ ‘
= — ey :'.:0
[]llll (au av) g0

iber.
Sind hingegen a, b 3£0, sonimmt [1,10} mit Riicksicht auf [1,5]
und [1,6} die Gestallt

2 d
(Zv) o(Rrte) ow
(1,12} Nuw S New S 7
o' (b°4-e)y b (a—g -+ ag) (5_9 L ag)
dv ov

an. Letzteres ist aber dem Gleichungsysteme

bl
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[1,18]  ae—b'g=0 ( +-bo )(ai-’ | ag)ﬁg(b’-]—e)g":(}

gleichwertig.

Aus der ersten Gleichung [1,13] ergibt sich, dass entweder
aVe—DbVg =90, oder aVe-} bVg =0 sein muss. Letztere Gleichung
gelit aber in die erste iiber, wenn an Stelle von u, v die Parameter u'=u,
v'=—=—v eingefiihrt werden (), so dass [1,13] durch das Gleichungsystem

[1,14]  ave —bVg=0, (aOLb@) (j—‘i,+ag)—97 [ab 4 Veg] =

ersetzt werden kann, welches auch wenn a=b=0 ist, gilt.

Die vier Gleichungen [1,1], [1,4] und [1,14] bilden die Bedingun-
gen, denen die Gréssen e, g,w,0 geniigen mlissen, damit die Brennfla-
chenmintel des betrachteten Strahlensystems durch die Systemstrah-
len konform aufeinander bezogen werden.

Aus |1,14] ergibt sich zunichst, dass in unserer Aufgabe der
Brennpunkisabstand 2¢ nicht denselben Wert auf allen Systemstrahlen
beibehalten kann.

. é é
Wire nimlich —9 —@E

30 , so miissen nach [1,9] a,b3£0 sein
cu

und die Bedingungen [1,14] gehen in die
aVe —hVg =0, eg =0

fiber. Daraus aber folgt e =g =0 und somit nach [1,2] a=b =0.
Aus der ersten Bedingunyg [l1,14] mit Ricksicht auf [1,2] ergibt
sich nun

[1,15] Ve Vg

ov  du

und daraus, dass im betraclhteten Falle die Gréssen Ve, Vg die Ablei-
tungen erster Ordnung nach u, bzw, v derselben Funktion X {(u, v):

1. P. Vineensini, loc. cit. S. 150.
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1,16 =% o=
i ] \fewau Vg = v
sind.
Dabei gilt (*)
jul - fig] J12} [22]

a _ 112 1§ 2 1
l1,17] a—%:—VEE'P 'l—e—J+](’j + go—):-——\/—ng” l—e—+l—g*1 ¥
wobei

de af de dag af ag
— e - e -1 = — g —

’11}__6114 5% foz} T T2 5y %oy
WASE 2= 9ee — 1) BN T er—
sind.

Setzt man nun
[1,19] & —log tgi"g_,

so erhdlt man aus {1,17] mit Riicksicht auf [1,2] und [1,14]

[1,20] %i‘%j%:_\/;i i[;} %%Jra:*\/g {212]

und daraus

8D &b o ab
— g _= —— — A=
(1.21] au ov | 2 éu +b ov A=0,
wobei
_ 1) J22
12 N
ist.

Bezeichnet man ferner mit kg, kg, die geoditischen Kriimmun-
gen der Parameterkurven v = konst. u=konst. auf der Bildkugel, so

gilt (%)

1. L. Bianchi, loc, cit. B, I, 8, 271.
2, L. Bianchi, loc. cit. B. I;, & 270,
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nnd somit lassen sich die Formeln [1,20] in der Form

[124] %%?ij:ﬁV—e kgu a¢+a=~*&kgv

sinw © v sinem

schreiben.
Daraus folgert man auch mittels |1,14] und |1,186]

8h aj
o= D(L®) _ 3u dv
1,25 +
| ! D(uv}  sinw (kgu 4 kgo )

Zudem erhilt die Gleichung [t,4] mit Ricksicht auf der ersten
Gleichung [1,14] die Form

3
0u ov

[1.26]

dw on
—+ cosw [a — ey ]Jr sitle [au V—EH]

a1l

Letztere kann man aber, Falls cosw 20 ist ('), mit Hilfe von
[1,19]) und [1,21] durch die

aP . da
du 6v—|—au+av ! V—eg—}—AcoswﬂO

11,27]

ersetzen.
Setzt man schliesslich

[1.28] p = logg,
so erhilt die zweite Gleichung [1,14] die Form

o & 17, 7
i A TN N Y P Y

[1,29] du dv

1. Es ist zu bemerken, dass in unserer Aufgabe cosm nie identisch
verschwinden kann, wie es sich aus dem letzten Satz des § 2 ergibt.
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Andererseits kann im betrachteten Falle die Gleichung [1,1] un-
ter Betrachtung der Bedingungen {1,14] durch die

1 0% 1 dp 6o -
? auﬁv_—?tsﬁ 0v+6u+6v+f+yeg~0
ersetzt werdeu. Berficksichtigt man ferner, dass hier mindenstens eine
. (7] i) . . . .
der Ableitungen 5?—1’6% nicht identisch verschwindet, so kann man

mit leichten Rechnungen letztere Gleichung mittels [1.3], und [1,28] in
die Form

[1,530] + au + av +Veg (1+cosw) =10

au av
bringen.

Aus den obigen Ausfiihrungen folgt, dass die Bedingungen [1,1],
[1,4] und [1,14], denen die Grosseu e, g, w, p genfigen miissen, damit die
Brennflicheninintel des betrachteten Strahlensystems durch die System-
strahlen konform aufeinander bezogen werden, durch die

aje —byg=o
dg O do 99 . r—
5w ov T 2w TPay=Ver

(1,31] _‘cﬁit?_z [ — - ~——]—\reg—{—Acosm ]

ouov

=& 2 Ve teos]

oudy

ersetzt werden kdnnen, wobel ¢==logp, (15—10gtg—§ sind und a, b,

A sich aus [1,2], [,3], [1.20] und [1,21) als Funktionen von e, g, ® und
ithren Ableitungen nach u, v ausdriicken.

Dabei erhilt man aus [1,5], [1,6], [1.7] und [1,8] mit Riicksicht
auf |1,19], [1,26] und [1,31] fir die Krimmungsmasse K,, K, und die
mittleren Kriimmungen H,, H, der Brennflichenmaintel der zu unserer
Aufgabe zugehdrigen Strahlensysteme
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0 o
sin _;iD "a sinfw , [o a——{_b
132] K,——° —\/E v RS2 fgou |
49 gaq)+b 4¢ e a—(b——}—a

du dav

und

[1,33] H,— sinw 9 {p—9P) g Sinoe d (p—) .

2Q\r§ ov P 2ovg an

2. Wir werden nun mit Hilfe der in § 1 aufgestellten Bedingungen
die Strahlensysteme (») nntersuchen, deren Brennflichenmintel durch
die Systemstralilen konforin aufeinander bezogen sind.

Wihlt man die abwickelbaren Flichen eines Strahlensystems {w)
als Parameterflichen u, v, so wird der Winkel ihrer sphirischen Biider
auf der Bildkugel

12,1] o = 2 ua = konst.
wobei
(2.2] :rt> 2 > 0

ist, und somit nebmen in diesem Falle die Bedingungen [l,31] die
Gestalt

— — da , b -
aVe—bVg=0, su v T \eg =0,
[2,3] S 0 3 5 — B .
o9 09 | Oy 0% __ o Py 7
ou ov +a6u Fbav_\/g du v COS?‘I\/e

an, da nach [1,21] und |2,1]
12.4] A=0
ist.
Dabei gilt nach [1,25] und [2,1]
[2,5] ko + kge =0,

Fiihrt man nun auf der Bildkugel ein geographisches Koordina-
tensystem [u,, v,] ein, wobei die Kurven u,=konst. v,= konst. die
Parallelkreise bzw. die Meridiane des Systems sind, so erhilt bekannt-
lich das Linienelement der Kugel die Formn

[2,6] ds? = du,? | dv,*sin’y,.
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Bedeutet ferner § den Winkel, welchen eine Kurve ¢ der Bildku-
gel mit den Meridianen v,— konst. bildet, so gilt fiir die geoditische
Kriimmung k, dieser Kurve die bekannte Formel

a8 .
[2,7] kg =d—;+kgul cos § |k, sin 4,

wobel k die geoditischen Kriimmungen der Parameterkur-

Buy! kg‘fl
ven v, = konst, u, — konst, darstellen,
Es ist aber
__cosu,
€% sin u,’

[2,8] k,, =0, k

wie mat leicht aus {2,6] erhdlt und wenn
(2.9] vi=v,(u,)

die Gleichung der Kurve ¢ in Bezug auf das Parametersystem u,, v, ist,
so hat man aus [2,6]

dv, tg 9
2 oA R
12.10] du, sin 1,
und
_ dv,\? . .. . du:

[2,11] ds =du, \/ 1-+(da) sin? u, = cos 0

Somit erhilt [2,7] die Gestalt
. . dd . cos u,
{2,12] kg’ = cos 9 a?l+ sin QI’TE

Seien nun S, S, zwei Kurvenscharen der Bildkugel, welche die
folgenden Eigenschaften besitzen :

Die durch denselben Punkt der Kugel hindurchgehenden Kurven
der zwei Scharen den konstanten Winkel 2a bilden und entgegengesetzten
geodatischen Kriimmungen besitzen.
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Wenn 4, 4" die Winkel, welche die Kurven der zwel Scharen mit
den Meridianen v, = konst, bilden und k,, k', ihre geoditischen Kriim-

mungen bedeuten, so wird nach der obigen Annahme
#— 0 =2aq, kg + k', =0
und daher mit Hilfe von [2,12]

. di ,did” . . o COSU,
[2,13] cos & du, - cos @ du, —ﬁ(smﬁ—ksmﬂ)m .

Daraus folgt durch Integration

Cy

(2,14] sind +sind’ =

sinu,

wobel ¢, eine Integrationskonstante bedeutet.
Setzt man weiter

[2,15] =49, —a, 9 =49, 4+ q,

so erhilt man aus [2,14]

2,16] sin 9, = —

. c ]
wobe] c= —2 ist

2 cos a

Beriicksichtigt man nun, dass uach {2,3] der durch den Punkt
{u,, v,) der Kugel hindurchgehende Parallelkrets u, = konst. den Radius
R =sinu, besitzt, so erkennt man aus [2,16], dass die Kurve der Kugel,
welche die Meridiane v, — konst, nnter demm Winkel 9, schneidet eine
geoditische Linie ist (*). Die jedem Werte von c in [2,16] eutsprechenden
Kurven, bilden also eine Schar von geoditischen Linien der Bildkugel,
welche jeden Parallelkreis u, = konst, unter demselben Winkel schneiden,

Es ergibt sich daher mit Riicksicht aus (2,b), dass in unserer
Aufgabe die Kurven,welche den Winlkel o der sphdrischen Bilder der
abwickelbaren Fldchen der zugehbrigen Strahlensysteme () halbieren,
geoddtischen Linien der Bildkugel sind, welche einen Kreis der Kugel
unier demselben Winkel schneiden:

1. L. Bianchi, loc. cit. B. I, S. 305.
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Die Differentialgleichungen der Kurveunscharen, welche die Me-
ridiane v, = konst. unter den Winkel 8 =4, — 4, 9" =%, -I- « schneiden,
sind nach (2,10) und (2,12)

dv, _tg (@ —a)_ 1 c—tga\siny, —¢

du, sin u, sinu, \sin®u, — ¢ }-c. tga
(2,17

dv, _tg (8, +a} _ 1 ¢+ tga Vsia® u, —c
du, sin u, sin v, {sin'u, — ¢t —c. tgu

Setzt man nun

du, c¢—tgeVsin® u, —c?
sin u, \ sin? u, — ¢* ~+c.tga

du=—dv, -}
(2,18] ‘

du, c4tga Vsin® n,—¢
dv= dv,— =+ —Fe—o—"—
sin u, { sin®u, — ¢* — c. tga

and fithrt die Variablen u, v als Parameter auf der Kugel ein, so
werden die Kurven der von den Differentialgleichungen [2,17] be-
stimmten Kurvenscharen, die Parameterkurven 1= konst. v= kounst.
des neuen Parametersystems,

Aus [2,18] hat man auch

e —cos’ a sin? u
du, = —~—-————1 (du+dv)

sin 2 a sin u,
[2,19]

C\'/s.in" u, —¢*

sin 2 o sin 1,

dv, =+ (du—dv) (dutav)

und somit erhilt das Linienelement [2,6] der Kugel die Form

[2,20] ds* =e du’—+ 2f du dv-{ g dv*,
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cos® o sin* u, — c?cos 2 a cVsin®u, — ¢

e = . .
sin? 2 a + sin 2a ’
cos? a sin® u, — ¢*
[2,21] f= sin® 9 : cos 2«
[#]
cos’a sinu, — ¢* cos2a ¢ Vsintu, —¢
sin*2 sin 2 a

sind, wie sich aus |2,6] und [2,19] durch leichte Rechnungen ergibt,

Aus [2,21] erkeunt man, dass die Fundamentalgrossen e, f, g
Funktionen der einzigen Variabel p=u-v sind, da u, nach der
ersten Gleichung [2,19] eine Funktion von p ist, welche der Diffe-
rentialgleichung

[2.22] du, ¢ — cos” o .sin’ v,
dp sin 2 o sin u,

genfigt.
Ferner hat man aus [1,2] mit Riicksicht auf |2,21] uud [2,22]

_ )12 cos 1, (\/-;ia’ u,—c’—octg a)
a= [1}:_ 2 siv 2 a \ sin® u, —¢* '
[2,23]
b= {12‘ __ cosuy, {Vsin® u,— c'4-ctg o)
I 2sin2¢ Vsintu, —c

woraus man folgert, dass a, b ebenso wie ihre Ableitungen nach u, v
Funktionen der einzigen Variabel p=u 4-v sind.

Aus [2,21], [2,22] und [2,23] erkennt man leicht, dass die Gros-
sen e,f, g Funktionen von u, v sind, welche den zwel ersten Gleichun-
gen |2,3] geniigen, wihrend die vierte Gleichung [2,3] in Verbinduvg
mit |2,21] die Form

cos® a sin®n, — ¢?

¥ .
[2,24] —cos 2a S % a

dudv

annimmt.

WnoeiakA BiBAI0BAKN Ogd@pacTog - TuAua MewAoyiag. A.MN.O.



16

Beriicksichtigt man ferner, dass u, eine Funktion von p=u+v
ist, und bezeichnet mit o {p) die allgemeine Ldsung der gewdnlichen
Differentialgleichung

d%c cos® a sin® u, — ¢*

[2,25] Fr i cos 2u Sint Ta ,
so wird
[2,26] g =0 (p) + Au) -+ B(v)

die allgemeine I6sung der Diiferentialgleichung [2,24], wobei A{u)}, B(v)
willk{irlichen Funktionen von u bzw. v sind.

In unserer Aufgabe miissen A (u), B (v} so gewidhlt werden, dass
¢ (1, v} der dritten Gleichung [2,3] geniigt, welche mit Riicksicht auf
[2,26] die Form

o rdo | dAy sds d_B do dA dB* _
227 (3 -+ ) (d—p+dv)+(a+b’ o T2 de TPy —=Ves

annimnit,

Die Differentialgleichung [2.25} lisst sich aber mittels [2,22] in
der Form

d /d in v,
du, (d_;) ::lgHQZ,

schreiben und daraus folgt durch Integration

do cos u,

[2,28] ip " tg 2a

+c,,

wobei ¢, eine Integrationskonstante bedeutet. Da weiter nach [2,26]

do  de ¢ — cos’a sin’u,
dp du, sin 2a sin 1,

2,29]

ist, so folgt aus [2,28] mit Riicksicht auf [2,29]

do . Cos 1, sin 2¢ sin u,
— = |, — :
du, ! tg 2a c? — cos *a sin® u,
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und daraus

[2,30] q = S » sin 2a. sin u, [C. cos u,] du, + ¢,

— cos® u. sin® u, T tg%a

wobhei ¢, eine Konstante bedeutet und u, eine Funktion von p=u4v
ist, welche der Differentialgleichung [2,22] geniigt.
Somit erhilt die Gleichung (2,27} die Form

c dA dB , dA

dB -
v k(u+v)+ﬁl(n+v)+m (u4v)=0,

wobei nach [2,21], [2,23] und [2,28]

. 14+2cos2a c. Cos u,
k= COs u, 2sin 2 a -’_4(:085&{5']———11!“‘*(:’_‘_(:1 '
_ 142 cos2a C. €OS u,
2321 =—cos v e T T Ty u \[m+°’ ’
. ... (14-2cos2a)(l4cos2a) 1-}2cos2a
m=-—cos"u, 2 sin? 2 ¢ €1 Co8 sin 2 a +
y  Costa—gy’
+o sin® 2 o
sind,

Aus den obigen Ausfilhrungen geht es hervor, dass die Aufgabe
der Ermittelung der Strahlensysteme (), deren Brennflichenmintel
durch die Systemstrahlen konform aufeinander abgebildet sind, in die
Aufgabe der Bestimmung der Funktionen A {u), B (v) ibergeht, welche
die Funktionalgleichung [2,31] befriedigen, nachdem natiirlich die
Bedingungen aufgestellt werden, welche die Koeffizienten k, 1, m erfiillen
miissen, damit diese Gleichung Ldsungen besitzt,

Zunichst bemnerken wir, dass wenn die eine der Funktionen A (u),
B (v}, welche eventuell [2,31] befriedigen, eine lineare Funktion ihres
Arguments wird, auch die andere linear sein muss.
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Wird namlich z. B. g% = konst. so folgt aus |2,81]
dA
dv —  dA |
du !

und daraus mit Ricksicht anf die T'atsache, dass k, 1, m Funktionen

von u-} v sind, dass auch g konstant sein muss.

Durch Differentiation von [2,31] nach u bzw. v und Elimination
von % bzw. g—? zwischen [2,81] und je einer der Gleichungen, welche
die Differentiation liefert, ergibt sich, dass die Funktionen A (u), B (v),

welche die Funktionalgleichung |2,31] befriedigen, auch den Gleichungen

e (2 (02 B tr)

dm  dk
12,33]
dk dl
a0 () Bt (Bt~ k)t
dm dl

+1dp mﬁz()

geniigen miissen, wobei p=u -} v ist.
Wenin nun

kl—m=20
ist, so gehen die Gleichungen [2,33] in die

[2,34] (%%)Er—}— H—o(‘ilA) r'—l—%%s’+t'=0

iiber, wobei
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dl dm dk dm dk

12,351 dic | dl d dl
r ' L 7m - —_

r'= dp I {— — k — p t'=1 dp dp

sind und wenn

r=s=t=0

ist, so folgt aus den zwei ersten Gleichungen |2,35]

dm dk

[2,36] 1 =aq, ap = a dp

wobel a eine Konstante bedeutet und somit lautet die zweite Gleichung

[2,34]
dk [ /dAys |, dA |
HE[($J+3“HE+*‘]_

Daraus aber folgt, dass entweder:

%E 0 oder (g—‘:)’+ 2a§—‘3+u’=()
sein muss, Im ersten Falle ergibt sich aus [2,36], dass auch %EO
sein muss und somit aus [2,31] mit Riicksicht auf [2,36], dass c;—j: ’ %;B
konstant sein miissen. Im zweiten Falle wird da = — « und dabher,

du

. B
nach der obigen Bemerkung, 3—" = konst,

Wenn auch r, s, t Konstanten sind, welche nicht simtlich ver-

schwinden, so folgt aus der ersten Gleichung |2,34], dass% konstant sein

dA .
muss und daher, dass auch du konstant sein muss.
u

_ . . . d

Wenn schliesslich mindestens eine der Ableitungen i ds ’ de
dp dp dp

von Null verschieden ist, so folgert man durch zweimalige Differentia-
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tion der ersten Gleichung [2,34] nach u, dass die Koeffizienten r, s, t
Funktionen van p= u-} v sind, welche der Differentialgleichung

e oas o dt
dp* dp? dp®

de ds d o
dp dp dp
r s t

geniigen miissen und daraus, dass zwischen r, s, t eine Relation von
der Form

ar +fs +yt =0

mit konstanten Koeffizienten bestehen muss.
Daraus aber in Verbindung mit der ersten Gleichung [2,34] ergibt

sich g];s = konst. und somit nach der obigen Bemerkung % = konst.

Ist hingegen
kl —m %0,

so lassen sich die Gleichungen [2,33] in der Form

c &'B__ /dBy JB A, /dAN L dA
(2,37] dv,_x(d—v)+la;+u1ﬁ—x (Eﬁ)+lcﬁ+u
schreiben, wobei
dl dm al dk dm dk
. & B e e K MG
T R —m't T kl —m P = K—m
12,38] dk dk dl d dl
m m
e @ . G d fd . 'H "
kKl—m ~ kl —m ki —m

sind und, wenn nicht alle drei Koeffizienten x, 4, u konstant sind, so
folgt durch Differentiation der ersten Gleichung [2,37] nach u und An-

wendung des im vorigen Falle Verfahrens 4B = konst. und somit auch

dv
dA
Cﬁ = konst.
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Aus den obigen Ausfihrungen folgt, dass die Funktionalglei-
chung [2,31] nur dann nicht-linearen Lodsungen besitzen kann, wenn
kl —m =0 ist und

[2'39] R=C,, A =0y R =104} 2 =c¢’, A =cq ],I.'ZCB'

sind, wobei ¢, ¢,, ¢; und ¢,’, ¢,” ¢,” Konstanten sind, von denen min-
destens Eine in je einem Trippel von Null verschieden ist.

Aus [2,39] in Verbindung mit [2,38] ergibt sich aber, dass in die-
sein Falle k,1,1n Funktionen von p=u-v sind, welche den Diffe-
rentialgleichungen

dk dl

. dm .,
[2,40] E C(k]—m), d—p——C (kl l'll), d—p—C {kl—-m)

geniigen, wobeil ¢, c’,¢”” Konstanten sind,

Daraus ergibt sich, Falls ¢ =40 ist, dass zwischen k, 1, m zwei
Relationen von der Form

[2.41] l=gk+f, m=yk+3

mit konstanten Koeffizienten bestehen miissen, wéhrend k der Diffe-
rentialgleichung
dk

[2,42] d—ﬁzc[k(ak—{-ﬁ)—yk—ﬁ]

geniigt; Falls ¢ =0, ¢"550 sind, dass

(2,43] k =a=konst. m=vyl-+3
sind, wihrend | der Differentialgleichung

dl )
12,44] C = [« = 1= 5]

geniigt und schliesslich, Falls c=c¢"=0 und ¢" %0 sind, dass
12,45] k=a=konst. 1= =konst,
sind, wihrend m der Differentialgleiclhiung

[2,46] ‘3—’; =" [af —m]

geniigt,
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Wenn umgekehrt k,1,m Fuonktionen von p==u- v sind, welche
den Differcntialgleichungen [2,40] peniigen, in denen mindestens
Eine der Konstanten ¢,¢’,¢”” von Null verschieden ist, so sind, wie man
ohne Schwierigkeit aus {2,40] und |2,38] folgert, auch », A, p; %, 4", p’
Konstanten, von denen mindestens Eine in je einer Gruppe von Null
verschieden wird.

Man erhilt so den Satz :

Die nolwendige und hinreichende Bedingung dafiir dass die Fun-
Ltionalgleichung [2,81] nichi-lineare Lisungen besitzt, ist dass die
Koeffizienten k, I, m Funkfionen von p=u—- v sind, welche den Diffe-
rentialgleichungen [2,40] geniigen, in denen e, ¢, ¢'" nicht sdmilich
verschuwindenden Konstanfen bedeulen.

Iu unserer Aufgabe sind die Koeffizienten k,1, m in [2,31] aus
[2,32] detiniert und, wenn

k = konst. ! = konst.

sind, so folgt aus [2,32], dass
1+2cos 2a=10

und entweder ¢ =0 oder c¢= 211 sein miissen. Daraus aber in Verbin-
dung mit der dritten Gleichung [2,32] ergibt sich, dass auch

cos®oq — ¢?

=ct—— = konst.
m=c, s 9 ons
. dA dB . .
ist und somit aus [2.3I], dass T’ dv konstant sein miissen.

Wenn nicht beide Koeffizienten k, 1 konstant sind, so miissen nach
der obigen Ausfithrungen zwischen k, 1, m zwei Relationen entweder von
der Form [2,41] oder von der Form [2,43] bestehen, damit [2,31] nicht
lineare I.05sungen besitzt,

Die zweite Relation (2,41] erhdit hier in Verbindung mit [2,32]
die Form

1
cogry, Lt 2eos2a) (LpcosZa) o A 2c0sZa
2sin® 2 ¢ sin 2a
cos? a—c* 1+ 2cos 2a C. COS U,
T osin'2a [ €Ot o in 2a dcosta \ sintu, — o +C‘]+ d

und die zweite Relation [2,43] wird

WYnoeiakn BiBAI0BAKN Oed@pacTog - TuAua MNewAoyiag. A.lNM.O.



23

{1 —!—2(:05251) (14 cos2a) 008 1€, 1 —|—.2 cos 2 u
2sin?2q sin 2a

— cos' u,

_|_

cos® y — ¢
sin? 2u

14+ 2cos2a
2sin 2q

+C12'_—

l

Y [— cos u,

_ c. °°S“7'_+c,]+a

dcosta ¥ sin® u, — ¢

Hieraus aber folgt, dass in beiden Fillen eine Identitiit von der
Form '

(l—c'_cos’u,).[—cos’ u1(1+2C052“) (14-cos2a)

2sin® 2 a
" 14+ 2 cos2a .
[2,467) cosu,.(2c—vy)—; S sin e cy— d—

0

cos’ @ —c* |*  ¥* c*cos’u,
sin? 2u 16 cost a
existieren muss,
Da nun die linke Seite von [2,46"] ein Polynom von cos u, mit

konstanten Koeffizienten ist, so miissen diese Koeffizienten simtlich
verschwinden, damit diese Gleichung eine Identitit sei. Der Koeffizient

(142 cos2a)? (14 cos2u)
4 sin* 2 a

von cos® u, in [2,467] ist aber — und da

nach [2,2] | | cos 2 « & 0 ist, so muss
(2,47] 1+2cos 2a=0

sein und daher

3 — 1. _
|2,48] sin2a=\[7 'tg 2a=—V 3, cosu=§:smu=%:tgu=\/—3.

Somit erhilt man aus [2,32]

2,49] k=c¢, F——emx—

\/-sm u, —ct \/-sm u, —c‘ - 3
und die Gleichung [2,31] geht in die
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dA dB dA ¢, cosu dB C.cos u
P ot 2 S Mot O - ki N
2H 35 & T aw (O T Ve =) Tay s
. l—dc
+Cl 3 —O

iiber.
Aus [2,49] ergibt sich nun

|=%k— 2¢,, m=konst.

und nach der vorigen Diskussion kann die Funktionalgleichung [2,50]
nur dann nicht-lineare I, dsungen besitzen, wenn k eine Funktion von
p=u-} v ist, welche der Differentialgleichung

dk

[2,51] aE—a[—k'+2c1k_m]

genugt, wobei o eine Konstante bedeutet.
Aus [2,49] in Verbindung mit [2,22] und [2,47] erhilt man aber

dk  dk dul= c(c®—1) (de*— 1+ cos’u,)
dp du, dp 2V3 (1 —c*— cos'u,) V1 —c®—cos’u,

uud damit k der Differentialgleichung [2,51] geniigt, tuss

(cr— 1) [a” (1—c*—cos® u,) _i’] =0

3 4

sein, Daraus aber folgt entweder ¢= X 1, oder «=20, ¢ =0. In beiden
Fillen sind k, | konstant und, da nach [2,49] m auch konstant ist, so

erhilt man aus [2,60] dass da ’ dB konstant sind,
du’ dv

In unserer Aufgabe hann also die Funktionalgleichung [2,31] nur
lineare Lisungen besitzen.

Falls nnn zwei lineare Funktionen von u bzw, v:
A=A ut4A, B{v)=B,v+|+B,

mit konstanten Koeffizienten existieren, welche der Funktionalgleichung
[2,31] gentigen, so besteht zwischen k, |, m die lineare Relation

12,52] A, B,+ A k-+B,l+m=0
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Eire solche Relation zwischen k, I, m kann aber, wie man leicht
erkennt, nur dann existieren, wenn 1 + 2 cos 2 u =20 ist. In diesem Falle
nimmt die Relation [2,52] die Form

[2.58] A, B.--A, (c,+\[s°°°‘°‘“)+3 ( , - Ccosu )+

in® u, — ¢! \/_sm u, —c*
. 2
T LT T
an,
Zudem gilt ersichitlich
. C. Cos 1, c. cos u,

2,04 cC,— = = — c — L ' 25.
[ ] ' \ sin? u, —c? ( - \/-sm’u ——c)T

und daraus in Verbindung mit [2,53] erkennt man, dass entweder
(2,55] A B ——c \/ Lo ie

oder

¢, +

C. COS u, C. COS 1,

———— = koust. C), — FV/]/——— = kOIlSt
\/_sm" u, — ¢* \/_sm u, —c?

sein miissen.

Im letzteren Falle muss entweder

[2,56] c=10
oder

[2,57] c=x1
sein.
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Falls aber ¢ = £ 1 ist, so hat man aus [2,21], [2,22] und [2,48]

sin? u, -+ 2 45 2 cos u, ; sin®u, —4
_——_— — 1 - — —_—
3 V3
_sin®u, 2 __ .2 cosu,

3 tloym
. cos u " cos u
a=3T1— — s b=xi— —
V3 V3

und daraus

a'fg=0, b fe=0,

was nach [1,b], [1,6] und [1,9] ausgeschlossen ist.
Es bleiben also nur die zwei ersten Fille zu untersuchen:
I, ¢=0,
In diesem Falle werden nach {2,16] die geoditischen Linien der

Bildkugel, welche den Winkel o =2a= %Eder Bildkurven der abwickel-

baren Flichen der zugehdrigen Strahlensysteme halbieren, die Me-
ridiane v, = konst. Weiter hat man aus [2,21] und [2,23] mit Riicksicht
auf |2,48] und |2,56]

sinu, . sin’u,
[2,58] e=g=—g I= 6
cosu
[2,59 a=b=— 2
] V3

und die Gleichung [2,22] gelit in die

du sin u
2.60 L= —t
[2.60] =5V
iiber. Woraus man folgert
_ P _u+v
2y3 243
12,61] tg%'—=c,e v =c,e v

wobei ¢, eine Integrationskonstante bedeutet.
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Schliesslich erhdlt man aus [2,30] in Verbindung mit [2,47],

[2,56] und |2,61] o (u4v)
¢ e
sin® u,

o =log

und sotnit aus [2,26] und [1,28] mit Riicksicht auf die Tatsache, dass
hier A (1), B (v) in [2.26] lineare Funktionen von u bzw. v sind,

. (e;+A)u (o, By
(2,62] o= - € .

sin? u,

wobel u, aus [2,61] zu bestimmen ist und ¢, ¢,, A,, B, Konstanten
sind, von denen die drei letzteren nach [2,53] und [2,56] die Relation

[2,63] (e, A} (e +B)=1
erfitlllen miissen.

Fiir die Fundamentalgrdssen erster Ordnung der Brennflichen-
mintel der zugehérigen Strahlensysteme erhilt man aus [1,5| und
[1,6] in Verbindung mit [2,58] und |2,59] die Werte

E, =49 (C, --‘*-Al)a, . \?Q +A)COS u,, G, :4392
(2,64]
E:4—Q” F, = .Q_(c -~ B)cos u,, G,=40*{c, B,
2 3 V3 L 1 11 a U 17 1l

woraus man mit Riicksicht auf |2,63] erkennt, dass
E.:F:G,=E,: F: G,

ist.
II. A, =B, =-—g¢ i\/l — 4
3
In diesem Falle hat wman aus [2,21], [2,23] und [2,52]
~ sinu, —2c? 2¢cV sin®u, — ¢ fe sin® u, —4¢*
€= 3 T \/'§ 1= 6 1
[2,65] —_—
_ sin'u,—2¢" 2c Vsin® u, —c*
3 Vs ’
und
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__cosu,[Vsin® u, — ¢’ —cV 3]

V3 Vsintu, —c

__cosu, [\fsin’ u, —c +cV 3]
V3 Vsintu, —c

2,66]

wiahrend [2,22] die Form

du 4c?—sin’u
[2,67 = e —— !
] dp  2V'3 sinu,

erhilt,
Ferner erhdlt man aus [2,26] und (1,28] mit Beriicksichtigung
der Tatsache, dass hier A(u}=A, u-+A,, B(v) =B, v} B, sind,

Ayu4-B, v J" 2 sin u, [cos u, + ¢; V3]

4 c?— sin? 1, du,

wobei u, aus |2,67] als Funktion von p==u-v zu bestimmen ist
und ¢’, ¢, A,, B,, ¢ Konstanten sind, von denen die vier letzteren

die Beziehungen
1—4c¢f
A1_;B1= —Cxi‘_\/'——"
3
erfiillen miissen.
Daraus aber folgt, dass p eine Funktion von p=u-}+v:

33

Ay B leos wot o Y31
[2,69] o=c'e . P 4 ¢y — siv® u,

ist.

Die Formeln [2,6D], (2,66], |2,67] und [2,69] gestatten nun die
Fundamentalgrossen erster und zweiter Ordnung der Brennilichen-
mintel der zugehdrigen Strahlensysteme als Funktionen von p=u-} v
zu berechnen und somit zu erkennen, dass die Kriimmungsmasse ebenso
wie die mittleren Kriitmmungen beider Mintel auch Funktionen von
p=u-}- v sind.

Daraus aber folgt, dass beide Mdnfel der Brennfldche eines solchen
Stranlensystems W - Fldchen sind.
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Wenn insbesondere die durch die Geraden eines solchen Strahlen-
systems vermittelte Abbildung beider Méntel seiner Brennfliche aufein-
ander eine Isomefrie ist, so werdeu, bekanutlich, die Krimmungsrmasse
beider Mintel in entsprechenden Punkten einander gleich.

Danu findet man aus [1,32] iu Verbindung mit [2,3] und |1,31]

_dp _ dp
[2.70] \[‘ga:\/—e gr'

Da nun, nach [2,69] ¢ = log 0 = o (u-- v} ist, so folgt aus [2,70]

e—g
und daraus nach [2,65]

[2,71] c==0).
Somit erhdlt man aus [2,21] und [2,64]

4 2 R 2 / T
Ele,:?g: b,:l*a—:t4g cosu, G,=G,= 4;
und
u-t+v
oo 2V
0= — e ——
siu? u,

da hier nach |2,71] und [2,55]
Al=B =-—¢ &%

ist.
Daraus folgt mit Riicksicht auf [1,32], [1,33] und [2,3] fiir die
Krimmungsmasse und die mittlere Kriimmungen der Brennflichen-
mintel der zugehdrigen Strahlensysteme
3 _
K,=K,=+_——cosu, H,=H, V3

Vo +
16¢? ¥ 4y sin u, (cos u, £1).

Bewde Mantel der Brennfldchenmdntel der zugehorigen Sirah-
lensysteme haben also in entsprechenden Punkten dasselbe Krimmungs-
mass und dieselbe mittlere Krivmimung,
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Die obigen Ausfiihrungen gestatten nun folgenden Satz zu for-
mulieren ;

«Wenn die Brennflichenmintel eines Strahlensystems (w) durch
die Systemstrahlen konform aufeinander abgebildet sind, so wird der
Winkel w der durch jede Gerade des Strahlensystems durchgeheuden

Brennebenen 131 gleich,

Die Strahlensysteme {(w), deren Brennflichenmintel durch die
Systemstrahlen konforni aufeinander bezogen sind, lassen sich in zwei
Klassen einteilen,

Die sphirischen Bilder der abwickelbaren Flichen der in der
einen Klasse zugelidrigen Strahlensysteme bilden zwel Scharen von Lo-
xodromien, welclie die Meridiane desselben Schares der Bildkugel nnter

den Winkel — ’f? bzw. i; schneiden.

Die Brennfliclienmiantel der in der anderen Klasse zugehdrigen
Strallensysteme sind W - Flichen, welche durch die Systemstrahlen
konform aufeinander abgebildet sind.

Wird insbesondere die Abbildung eine Isometrie, so sind beide
Brennflichenmintel der zugehérigen Strahlensysteine (w) W - Flachen,
deren Hauptkrimmungsradien dieselbe Relation erfilien».

3. Wir werden schliesslich die im § 1 aufgestellten Bedingungen
zur Untersuchung der unseren Aufgabe zugehdrigen W - Strahlensy-
steme henutzen.

In einem W - Strahlensysteme entsprechen, bekanntlich, bei der
durch die Systemstrahlen vermittelte Abbildung ihrer Brennflichen-
méntel aufeinander, die Asymptotenlinien der beiden Mintel, so dass,
wenn L, M,, N, und L, M,, N, die Fundamentalgrdssen zweiter Ord-
nung in entsprechenden Punkten der zwei Mintel sind, nach |1,6] und
18] M, =M, = 0 wird, wihrend zwischen L, N, und L, N, die
Beziehung

(3,1] L, N,~ L, N, =0
bestelit.

Wird nun die durch die Systemstrahlen vermittelte Abbildung der
zwel Mintel aufeinander konform, so nimmt (3,1] mit Hilfe von [1,6],
i1.8] und [L,31} die Form
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[l (] -

an, woraus man mittels [1,31] und [1,21]

[3,3] A=Veg

erhilt,

Somit ergibt sich aber aus den zwei letzteren Gleichungen [1,31]

ord . 6’(p
13,4] dudv = Gudv
und daraus folgt, dass
(3,5] o= ¥ (u, v) -+ A (u} + B {v)

sein muss, wobei A (u), B (v} Funktionen von u bzw. v sind und & eine
Fuuktion von a, v ist, welche mit e, g den Differentialgleichungen

ayy—bvVe =0, {‘;} !iﬂﬁab: Veg
[3.6] o2 0 b l
save =~ | 5 T ay T VeR (1 Heos 0]

genigt. Letztere Gleichungen, in ‘denen nach [1,19] ®=log tg%ist,
ergeben sich aus [1,31] mit Riicksicht auf 3,2] und {3,3).

In unserer Aufgabe muss ¢ (u, v) auch der dritten Gleichung [1,31]
geniigen, welche hier nach [3,5]| die Form

op | dAy 9P ob | dA
(ot @) (&

dB 6d  dBy [ —
o) Telwta) Feley ) =V
annimmt und mit Hilfe vou [3,3] und [1,21] in die

5,11 dAdB | dA (2. dB

d
du dv_(—ﬁ dy | a)+ a(—é(%—*—b):o

iibergeht,
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Daraus folgt, dass die Aufgabe der Ermittelung der W - Strab-
lensysteme, deren Brennflichenmintel durch die Systemstrahlen kon-
form aufeinander bezogen sind, in die Untersuchung der Ldsungen des
Systems der partiellen Differentialgleichungen [8,6] tibergeht, welche
eventuell eine Beziehung vor der Form [3,7] befriedigen.

Es ist zu bemerken, dass, wenn die Eine der Funktionen A (u),
B (v) in [3,7] eine Konstante ist, so muss auch die andere konstant

seln.

Wire namlich j% = 0, so geht die Gleichung [3,7] in die

3.8] %—?(%’er):o »

iiber und Falls % Z 0 ist, muss

od
13.9] g -b="0

. d f
Andererseits hitte man aus [3,5] a—?i: a—f- da nach der gemach-

dA . .
ten Voraussetzung du =0 ist und somit aus |3,9]

9
El—i_b“_ol

was nach [1,9] ausgesclossen ist.

Aus den obigen Ausfiihrungen folgt nun der Satz:

Wenn die Grissen e, g, o Funklionen von u, v sind, welche den
Differentialgleichungen [3,5] yeniigen und

@

[8.10] Q=ce:ctg—g—

ist, wobei c eine Konstante bedeulet, so werden die zugehirigen Strah-
lensysteme W - Strahlensysteme, deren Brennfldchenmdntel durch
die Systemstrahlen konform aufeinander zugeordnet sind.
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Dann hat man aus [3,5] und [3,10] mit Riicksicht auf [1,19]
und [1,28].

aq‘) . od aq) od

du  ou ' dv ov
und somit aus [1,33]

H,=H,=0

Beide Mdntel der Brennfldchen der zugehdrigen Strahlensysteme
sind also Minimalfldchen.

Die diesem Falle entsprechenden Strahlensysteme sind die Strah-
lensysteme von Thybaut ().

NEPIAHYIZ

Ilegl wéov nuyrdyv eddedr, 1y onolwr al ydrar g éoniaxfis émpariing
dnexoviloviar 8id @y eddaidrv adidr avpudppms én’ diifiowv,

Al eddeiar Evdg aufjvovg, tot drolov al Slo ydvar thg éatianig &m
pavelag elvur dmpdvein diaxexgipévar da” dAviAwv, dmoxathotoly dugr-
povdnipoy dviiotovyiay petaid Tdv anpelov Ty yevov tovtov, piay Snd.
anedviowy 1y o rwvev én” allhlov, tdv g” Exdaotng eddelas Ttob oud
vous Eotiandy onuelov Dewoovpuévay ds dGvriaroiymy xatd v drexdvicry
Tevmy onuetov tdv §vo yovov. Tideroar §& 10 medPinpa 10t raflooiopod
1OV opunvidy ediendy, ele 1o Smola f drexdviolg afitn elvul HooQiis #% TdOV
1gotépwv xadoolopévns. :

Td npdPfinua totito éueleridy guormuanxmsgoy elg thy neplntmory,
xal” fiv /| off Pondelg 1dv eddadv 1o ourvove Emrvyyavouévy dmexdvi-
oL TV Yyovedy th¢ fotiaxti avtod Emupuveiag 8 GGV elval fooperpond],

Eig rd npoextedévra &Letdlerar f yevixwiépa negintwoig, xald’ fiv 1
1) Pondeig 1dv etdeadyv tot aufvor; Emituyruvouéyn daewxdvicig v ddo
vy g Eotluxis abrod dmpavelag 2n’ dAAAov elval olppoppos,

1. L. Bianchi, loc. cit. B. II,, 8. 8. 188-190.
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Eic thv § 1 vifevrar 410 popphv ovppetguv al Siagpopuxai el pes
purde mapaywyovs éfwodoelg, ol fxgpdiovoal tac ainpwtéug eig vy meui-
arwowy tavmy ourvdxag vad viv xadoplldviov td opfjvog ototyeiev, Thg
Eotiaxfic OnA. droctdoemg xoi tdv Depshiwddv noodv apwng tdlemg tiic
gpaLpLafic elxdvos 1o opvvovg dvagegopévor elg tae dvatutas avrod Emi-
govelag de mapuLet pLrds.

Eic thv § 2 Emiwwyydveral 6 Shoxkfiowois tol gvoriuuto: tav Suas
ooy toUTwV Elc peoinde mapaywyous efiowoemy eig TNY mepiaTmoLy,
1@y gunprdv (@), thv opnvdy On. elg ta dnola | yovie o tdv Eotandy
E] s ’ ’A - 6\ Ay Ct-‘ -
gmunédov elvar oradeod. *Amodeixvvoviaw 8¢ ra EETj::

‘H yovia w tdv orandv Emurédwv opnvov: (o), tob droiov ul x&-
val tij Eotiantis Empoveing dnexovilovrar did vavv eddadv ofitot ovp-
, 2 s 3 ’ ¥ o 3 2 \ . - v oW 2\
poopas &x’ Aoy elvar oy mpdg — td 88 opfivy (w) i Exovia Ty

iBidtnra tevy elvar dvvardv va ymorododv elg dlo xumyooiag.

Ei; ta opdvy tic medtng xatnyopias al opaguxal eindves v dvo
olxoyevetdv TV gvantuxtdv dmgavatdy abtdy elvar Svo olw yéveran Aofo-
dooptdy tepvovo®my toly peonuPorvods thg abrfic olxoyevelag vmd ywviae

T T Ed ’
— 3 3 Gvuoroirog.

Eig va opfvn tig devtéoug xutnyoplus Gugdrepar al y@val g Eote-
axfic attdv émeavelag elvar Empaverar W,

Eic tiyv elduimrépuv nepintwowy, »ad’ fv § ff Pondelg thv evdadv
opfdvovg {) émrvyravoufvn anewdviolg v vy tig Eotiuxtis attol éme-
gavetag 17 Aoy elvar looperouxdl, dapgdrepur ol yhvar tiig forianiic
attot Empaveiag slvar dmupdvaiar W, 1ov drolov al xdorar xapnvidrn-
teg ovvdEovio Sua thig aldrfis oyéoeme.

Eis viv § 3 yonowponowabvion ab elg thv § 1 edoedeloar avvdinm mpo;
xaogiopdy 7@y aunrdy W, tdv dmoior al ydval thg Eotiaxiic Enipavelag
dneixovilovral dud tdHv eddeldv advtdv n” GAMAwy cuppdopag xal dg eldixn
neptETwolg towlitav opnvdy énavevoloxovral td optvn vof Thybaut,
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