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Régumé: On définit les fonctionnelles analytiques de degré n et on étudie leurs conditi-
ons de econtinuité. On démonire qu’on peul approcher une fonctionnelle analytique de
degré n par un polyndme du méme degrd.

1. APPLICATIONS POLYNOMIALES HOMOGENES.

1.1 Soient E,F deux espaces vectoriels sur K ot K =R ou C.

On note Hom®(E",F) I'espace vectoriel sur C des applications n-li-
néaires symétriques de E" dans F.

La définition suivante est bien connue [3,p.760]

Définition: Une application P: E —F est dite polynomiale ho-
mogéne de degré n si et seulement 8’il existe une application n-linéaire
symétrique

P(xy, ... ,x,) € Homs(E™F)

dont la restriction & la diagonale D(E®) soit P(x), c’est & dire:

P(x)=P(x,...,x}) , xekE.
Pour P donné, P est unique et ’on a [1, p.60]:
(1.4) Plx,...,x) == 3 (—1)FP(xo + e3% + - .. + enXn)
ol ex=00ul; k=1,2,...,n |e[=$| ex| et Xo est un
point arbitraire, mais fixe, de E.

St I'on note Q%(E,F) Pespace vectoriel sur C des applications poly-
nomiales homogénes de degré n de E dans F, I'application donnée par
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(1.1) est un isomorphisme entre Q"(E,F) et Hom#(E",F).

De plus P est continue si et seulement si P est continue [3,p.765].
1.2 Nous utiliserons dans la suite le théoréme suivant [2, p.8]

Théoréme: Soient E;, E,, ..., Eq, F des espaces vectoriels topo-
logiques sur un corps valué non discret K et P € Hom (E,, ..., Ep, F).
Il y a equivalence entre les propriétés:

P est continue en tout potnt,
b) P est continue en un point x° € E;x ... xEy,
P

est continue & lorigine de Ex ... xEy.

2. FONCTIONNELLES ANALYTIQUES LINEAIRES

21 On considére 'algébre A{Q) des fonctions holomorphes dans un
domaine Q = C". On construit de A(€2) un espace vectoriel topologique
sur C, qui est un espace de Fréchet, avec la topologie de la convergence
uniforme sur tout compact [4, p.29].

Cette topologie est définie par la famille dénombrable de semi-nor-
mes pq(f) = su}l{)| f(z) |, ou (Kq) est une suite exhaustive de compacts.

ZE Mg
Les encembles Vg,n =[fe A(Q) : pqif) < —:T] [orment une base

de filtre Iy des voisinages de 1'origine de A(£).
2.2 On a la définition suivante [4, p.37]

Définition: Une forme linéaire continue sur A(Q) est appelée
fonctionnelle analytique linéaire sur Q. Alors les fonctionnelles analy-
tiques linéaires sont les applications polynomiales homogénes de degré
1, de A(Q) dans C, qui sont continues.

Une fonctionnelle analytique linéaire dans £ est représentable
par une mesure 4 support compact dans Q [4, p.37].

2.3 Pour la topologie de A{(Q) on a la condition de continuité [4,p.37]

Proposition: Une forme linéaire P: A(Q) —»C est une fonction-
nelle analytique linéaire si, et seulement s'ils existent un naturel q et un
nombre positif ¢, tels que, pour toute f € A(Q) on ait:

(2.1) | P(B)| = epq(l).

2.4 On va démontrer la proposition suivante:
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Proposttion: Les coefficients du développement de Taylor & 1'ori-
gine, d’une fonction analytique sont des fonctionnelles analytiques
linéaires.

Démonsiration: Soit f(z) une fonction analytique dans le disque
ouvert D=[z eC: |z]| < 1) On considére le développement de f
dans D:

f(z) = >apzn.
D’aprés U'inégalité de Cauchy on a:
| an|= M(p)g—™

ou M(g)=sup| f(z) |, pour chaque p tel que 0= p < 1.
lz{=¢

Si donce (Kg) est une suite exhaustive de compacts avec

qu[z eC: |z|§l—% =rq], ils existent un naturel q et une

constante ¢ > 0, tels que:
|lan(f) | = capg(f) 0@t cn=-1 et po{f) =sup | {(z)], c’est & dire a_(f)
Tq Z ENhyq
verifie la condition de continuité (2,1); a (f) est donc une fonectionnelle
analytique linéaire.
Cette fonctionneile est représentable ou bien par

fm{0)
nl *

an(f) =

donc par une mesure de Dirac & I'origine [5,p.19], ou bien par la mesure

1 f(z)d
anll) =5 [ A
|zl =r

(formule intégrale de Cauchy).

3. FONCTIONNELLES ANALYTIQUES DE DEGRE N

3.1 Dans la suite nous examinerons le cas des fonctionnelles analy-
tiques de degré n (ot n 2 2).
Nous donnons d’abord la définition suivante:

Deéfinition: Une fonctionnelle analytique de degré n est une application
polynomiale homogéne de degré n de A({)) dans C, qui est continue.

3.2 Soit P (x) une application polynomiale homogeéne de degré n de
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A(Q) dans C et Plx,, . .. , Xp) € Hom®(E",C), ou E =A(Q),
Papplication n-linéaire symétrique dont la restriction & la diagonale
D(E™) est Py(x).

On va démontrer la proposition suivante:

Propositior.: Pour que P soit continue il faut et il suffit qu’ils existent
un n-uple (q;,...,qn) et une constante ¢>0, tels que, pour tout
(X4 -+ -, Xn) € E?, on ait

(3.1) IP(XI, ey Xn) I = Cpql(x]_) PR pqn(Xn).

Démonstration :

I. La condition est nécessaire. En effet, soit P continue. Alors

il existe un voisinage V, de 'origine 0 de E" =[A(Q)]" sur lequelﬁf' est
bornée; c’est a dire il existe a>>0 tel que, pour chaque (x,,..., xn) € Vo,
on ait:
lﬁﬁ(xl, ce, Xp) = a,
ou
Vo=Vx...xVq et Vi=[x1 € A(Q): pg(x1) < &), i=14,...,n.

Alors, quel que soit (x,,...,Xn) € E",le point (?E{X:)— Xpy ooy
1

p_(ET)_ xn), ol e << min(ey, . .., €pn), appartient & V, et par conséquent:
qp o

~ a
[P(xy, o ooy Xp) | Z-5Pq,fX1) - - - Pay(Xn) == P (Xy) - . - Pap(Xn)-
II. La condition est suffisante. En effet les relations pgq,(xy) <
<&, t=1,...,n, entrainent
|r]::;(x1, ve.,Xn) = ce ... ep=a donné
Donc P est continue & Porigine et, d’aprés le théoréme (1.2),?5 est
continue partout.

3.3 A la diagonale on a:

| Pa(x) | ={P(x, ..., X) | = cpq,(x) . . . Pgy(x)
ou

| Pn(x) [ = op?(x),
ol q=max{q,...,qg)-
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On obtient alors la
Proposition: Pour que Pp(x) soit une fonctionnells analytique de degré
n, il faut et il suffit qu’ils existent un naturel q et une constante ¢>0,
tels que, pour tout x € A(Q) on ait:

(3:2) | Pax) | S cp3(x).

3.4 On va démontrer mantenant la
Proposition : Soit Py(f) une fonctionnelle analytique de degré n de A(Q}
dans G, on Q=[2eC:lzl| < 1]

Alors, 1l existe, pour chaque £ > (}, un polynime
ee(ailf), - . ., asell)), tel que | Pn(f) — e(ay(f), ..., 850f) ) < ¢
Le polynome ¢¢ est de degré n et le nombre naturel s(e) croit indéfini-
ment quand = — (.

Démaonstration : Soit P(f,, .. ., fz) € Hom$(E2,C), oi E — A(Q), 'appli-
cation n-linéaire symétrique qui coincide avec Pp{f) sur la diagonale
D(E").

Soit f € A(}). On a:

(3.3) Ianlé—l\%ﬂL on 0Sp< i et

ap sont les coefficients du développement de Taylor de f dans .
Soit (Kg) une suite exhaustive de compacts dans Q avec

Kyg=[zeClz]l= 1—%=rq].
Alors on a:
Pu(f) = Pa(Saxz¥) = P(SayzX, . . ., Sayz¥).
Mais
P(Saxzk, . .. , Saxz¥) — SPlagz™, . . ., ak,z"D).

On va majorer chaque terme du développment
ZP(aklzkl, Ceey aknzk“).

L’application P est continue. Donc ils existent (§ 3.2), un n-uple
(Qus+ -+ q,) et une constante ¢ > 0, tels que:

(3.4) | Pk, ..., 250) | S cpg(20) . . . pq, (2" —
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=c(suplz¥{)... (suplz¥|) Sc(l — %)k” rrtkR L op Kt - otED
zequ zekKq,
ol q — max(qy, ..., qn) ¢t ¢ indépendante de k, ..., kg

Alors, 4 Paide de (3.3) et (3.4) on obtient:
|Fﬁ(ak1zk1, v, ag 2'D) | S o[M(p)]R (%—)k1+ otk
ol T ==T1q est tel que: r=p < 1.
Donc cbaque terme du développement zg(aklzkl, . aknzkﬂ)
est majoré par c[M(p)](%)N, en posant k,+ ... + k; =N.

Par conséquent on a

SPlax™, ..., ax,2) < M) 5 (V) K
N=0
Oﬁ k = I'_ < 1-
p

La série E(Nn_l_'_lihl) k¥ étant convergente, on conclut que la sé-

rie 2ak ...dak; ?(zkl ...2¥n) converge et la proposition est démon-
trée.

De plus la convergence est uniforme sur tout borné de A{£Q), ¢’est
a dire sur les encembles B = A{Q) pour lesquels la condition suivante
est remplie [6, p.165]):

Pour tout compact K = Q, il existe un nombre fini ¥(K) tel que
Pon ait | f(z) | = W(K) pour tout z € K et toute { € B.

En effet, sur tout borné B = A(Q), on a M{p) = ¥(p) [¥(p) fixe],

F
.alors, la série  Dag ...ax; P(zX, ..., z¥n) converge uniformement
sur B.

4, LE CAS n = 2.

41 Dans le cas ol n = 2, on obtient:

(4.1) Py(f) = lim [’iag Pyom) + 2 > anagD(zam)
N—ax| 1 1

n,m=

Wnoeiakn BiBAI0BAKN Oed@paaTog - TuAua MNewAoyiag. A.lNM.O.



173
ou bien
P ,(f) = Zaﬁln + 2235111{7'-m1’mn

out les coefficients 14, I'nm sont donnés par des fonctionnelles sur les zn.

Démonstration: Démontrons d’abord la relation:

N N N ~
(4.2) Pz(ﬁizanz“) = ga‘ﬁP,(zn) +2 3 apapP{zrzm).

La relation (1.1), pour n = 2, nous donne:
(4.3) Py(f + g} == Py(f) + Pa(g) + 2P(f,g)
d’olt on obtient:

Py(ayz + a2%) = aZPy(z) + alPy(z?) + 2a,8,P(2,29),

¢’est & dire la relation (4.2) est valable pour N =2,
On la suppose vraie pour N =K et on la verifie pour N =k + 1:

k41 k K1 ~ kK Ko
Pa(ganzn) = Pz(ganz“) + o’k Pylzt) + 2P[(:.Zanzn), BrnZ 1] =

k

4 k4l ~
alPy(z8) +2 3 ir:lnamP(zﬂ,zm).

n,m==

w-AT

Mais, d’aprés la proposition (3.4), les séries > alPy(z%), 3 anamﬁf’(zn,zm)
convergent pour toute f € A{Q).
Done, en tenant compte la relation (4.2) on obtient (4.1).
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