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Résumé : On definii la notion de d-coniinwilé qui est wne continuilé approximative d'-
une application dars les espaces métrigues. Il s’agil d'une généralitation de la nolion
connue de lo continurié,

On démentre gu'on peut généraliser ceriaines propositions qui concernent les appli-
cations continues sur les applicalions d-continues, Aw contraire, il existe des proposi-
tions qui ne se généralisent pas,

1. 8~Continuité en un point
Sotent (X, d;), (Y, dy) denx espaces métriques, f:X — Y une
applicalion de X dans Y, x, e X et § > 0.
(1.1} Définition: On dil que [ est 5 —continue au point x, € X, si et
seulement si:
Ve >3, iy >0, VxeB(x,m), do(f{x,), I(x)) <e,
ou
B(xem) = {X rxe X, dilxx) <0}
(1.2) Définition : On appelle Vi(v,) 'ensemble des voisinages d'un point
v, €Y, pour lesquelles:

He >3, Bly,sleV

B(Vois) = {V : Y < Y: dQ(YmY) <& } 2

cest & dire:

Velv) = {V:VeVy) et Hde>3 By,e)= V).

On a les propositions:

(1.3) Proposttion: Llapplication f: X — Y est 3 —continuze au point
X, € X, si et seulement si:
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YWe Vi(i(x}), Ve Vix), f(V)< W.

(1.4) Proposution: L'application f:X — Y est 3-continune au point
%X, € X, si et seulement si:

YW e Vs (f(x)), T"4W)eVix,).

Les démonstrations des {1.3) et (1.4) sont pareilles de ces que l'on
fait pour les applications continues,
On va démonlrer que:
(1.5) Propesition: L’application [ : X — Y est continue au point x, € X ,
si et seulement si:
V3 >0, fsoitd -continue au point x, .

Démaonstraiion: Evidemment, 81 { est continue au point x, € X |
alors elle est & —continue en x, pour chagque 30 .
On suppose maintenant que:

V&> 0, [ est § —continue au point x, € X .

On considére deux suites (g,) et (3,) de nombres positifs, qui conver-
gent vers le point 0 et telles que:

YoelN, g, >3,>0.
Par hypothése, ¥ne N, | est § ~continue en x & X .

S1 [ n'est pas continue en x,, alors:

:’:[51 = 0 3 "{7? = 0 ) dx ¢ B(xm “ﬂ) ’ d2(f(](0), f(X)) 2 ;-
Donc, st l'on prend 8., < g, on a:

HEL = 8n 1 VY} = 0 ? E[X € B(Xorn) ? dz(f(xo): f(X)) 2 gy-
Par congéquent, f n’est pas 3,, —continue en x,, contrairement a 'hypo-
these.
Alors f est conlinue au peint x, € X . |

Au contraire, on va démontrer que:
(1.6) Proposition: La proposition:

qA¥ > 0, 1 est 3—continue au point x, & X,

n'entraine pas que f est continue en x, .
Démaonstration: Soit X = R et § > 0.

On considére la fonction:

f:R > R*, ou
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3,8 x #0,
f{x) =
0,8 x=10.
I est évidentl que

Ve, dn >0, Vxe B, ), | {{x)—1(0)] =3 < <.

Alors [ est §-continue au point 0, mais elle n’est pas continue en 4. J
Sotent (X, d,), (Y, dy), (Z, dy) trots espaces métriques, [ une apph-
cation de X dans Y et g une applicalion de Y dans Z.
{1.7) Proposition: 5i I'application { est continue au point x, € X el g est
3—continue en v, = [(x,) € Y, alors 'application composée s=log : X — Z
est 8-continue en x,.

Démonstration: La d—continuité de g en v, = f(x,) enlraine:

a

f= ]

(1) Ve=d, Un>0, Vye By, ), dlaly), ga)) <ce.
Mais, comme [ est continue en x,,
(2) Hpy >0, VxeBix,, n), da(f(x,), {x)) <.
Des (1) et {2} on prouve qgue
Ve 3, dn >0, Vxe Blx, n), dy(glfix)), g(f{x))) < e,

el par suile l'application ¢ = fog: X —» Z est 3—continue au point x,. ]

2. Suites d-convergentes et applicalions d-continues en un point.

Sotent (X, d;), (Y, d,) deux espaces mélriques et f:X-> Y une
application de X dans Y.

Une suite (x,),ex de points d'un espace métrigue X est dite 8—con-
vergente en x, € X, o0 8 > 0, s1: [6, p. 141]

Ve 8 Hdn,e N, Vn 2z n, xneB{x, ¢); dans ce cas on note:
3-lim x, = x, ou 3-Jim x, = x, .
n—x

(2.1) Proposition: Pour que Papplication [ sott 3-continue au point
X, € X, il faut et il suffit que pour toute suite (x,},ey de poinls de X
convergente vers le point x, £ X, la suite (I(x,)),&y s0il 3—convergente
au point f{x,}eY .

Démonsiration: Si1'on suppose que { est 3—continue au point x, € X |
alors;
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V€>3)HW>O,VX€B(XO:TJ)J z(f( ( )<"
Soit (x,).en, une suite de X convergente au point x, € X, alors:

Vo >0, An,eN, Vn 2z n, x,¢eBx,n.

o}

Par conséquent f(x,) e B(f(x,),¢), c’est a dire la suite ({{x,}).en est
j—-convergente an pomb [(x )e\

Au contraire, on suppose que pour toute suite (x.),y de X con-
vergente au point x, € X | la snite (f(x,)),Ex o8l 8~convergente au poinf
f{x,) €Y . Si fn'est pas 8-continue en x, & X, alors:

Te, >3, Vo0, Txe Blx,n, dlitx) ()2

On considére la suite des voisinages de x, {B(x,, ,) }.€x, 00 (n,)
est une suite decroissanle de R* convergente au point 0.
Soil la suite (x,), €5, 00 x, € B{x,m,) et do((x,), f{x,}) 2 =, Evidemmenl
(x.).Ex converge en x,, mais la suite (f(x,),€y n’est pas J—convergente
au point f(x.), contrairement a 'hypothése. Alors [ est S—coatinue en
x, € X . 1

5

3. Applications §—continues

Sotent (X, dy), (Y, dy) deux espaces métriques et f: X — Y une
application de X dans Y.
(3.1} Définttion: L’application [ esl dite 3—continue sur X, si et sanlement
s1 elle est 3-continue en tout point de X .

D’aprés la délinition (3.1) et la proposition (1.7) on a
(3.2) Proposition: Soient (X, d,), (Y,dy), (Z, d3} trois espaces mélrigues,
[ X — Y une application de X dans Y, g: Y — Z une application de Y
dans Z et fog: X — Z U'application composée de f et g

Si [ est continue sur X et g est 3—continue sur Y alors fog est d—con-
tinue sur X.

On rappelle maintenant quelques définitions qu'on va les utiliser
dans la suite.

Soit A un sous-ensemble d'un espace métrique (X, d).

On designe par A, I'ensemble des points de 8-accumulation de A,
¢’est & dire: [6, p. 146]

As = 1{x:xeX, VWeVi(x), (V-—{x}) NA =)

On designe par As; la 3-fermelure de A, cest & dire {ensembls
[6, p- 154]
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As = A U AS
De plus on a:

As={x:xeX, VVeVs(x), VYA =3I
On dit que A est 3—fermé |6, p. 166] si
As =T (A8,

ou w(A,5) est la 3—extension de l'ensernble A, c'est & dire "emsemble
[6, p. 151]

T (A= lixxeX et d{x, x} £ 8}
On dit que A est §-ouvert {6, p. 180] s
A est ouvert et Int (A); # &

ot int(A)s est le 3-inlérieur de A, ¢’est a dire Penserble [6, p. 169]
int(A)s={x:xcAet AV eV; (x), V& A}.

On va démontrer que:
(3.3) Proposttion: Pour que Papplication [: X — Y d'un espace mélri-
que X dans Uespace métrique Y soil S—continue sur X, il suffit que pour
tout ensemble §—ouvert A de Y, [71{A) soit un ouvert de X.
Démonstration: Soit x,e X eb W e Vi(I(x,)) .
Alors d=z > 35, tel que:
B(I(x,), ¢}, =W
Soit w = B(f{x,), ¢ ), done
f"Yw) = I"YW).
Mais, @ est un §-ouvert de Y [, p. 181].
Alors f7Y{w) est un ouvert de X.
Par conséquent f7Y(W) e V{x,), donc [ est 3-continue en x, Et,
comme X, est queleonque, on obtient que { est §-continue sur X. O

L’inverse de la proposition (3.3) n’est pas valable.
En effet: Soit X = R*, Y=R" el f: X =Y ou

X s1 x>0,
[(x) =
|3 s x ==0.

Evidernment [ est §—continue sur X .
On considére ’ensemble
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A={y:yeY et y>o}, ot 0<p<3d.
Alors A est §-ouvert, mais ensernble

f-HA) = {x:xeX et x>0 }{} {0} n’est pas ouvert.

On a aussi la proposition:

(3.4) Proposition: Soient X un espace métrique el Y un espace métrigue
compact. Alors, pour que I'application f: X — Y goit §—continue sur
X, il sulfit que pour lout ensembie §-fermé E de Y, {~1(E) soit un Jermé
de X.

Démonsiratior.: Soit. A un d-ouvert de Y.

On a supposé Y compacl, alors Y est sequenliellement compact.
Done la proposition connue de Bolzano - Weierstrass est valable. Cesl,
a dire tout sous-ensemble infini de Y a au moins un point ¢’accumulation
en Y. Alors CA est 3—fermé de Y [6, p. 182].

Dong, par hypolhése {1 (CA) est un Jermé de X. Par congéquent
Pensermble CI-4{CA) = [~4A) est un ouvert de X et d’apres la proposi-
tion (3.3) [ est §-conlinue sur X. 0

L'inverse de la proposition (3.4) n'est pas vral.

Eneffel: Soit X =[0, 2l R*, Y =[0,a]< Rt e X =Y
ol

X si x>0
[& s ox =0

Alors Y est compact el | esl d—continue sur X.

Soit A= {y:yeY et 0<|y—y,i<p}, o0y, =8¢t p<d.
Evidemment A est §-Fermé, mais I'ensemble [ 3A) = {x:xeX et
O<C|x-—x,]2 e}, on x,=35 nest pas fermé.

On va démontrer que:

(3.5) Proposition: Sotent X, Y deux espaces métriques. L’application
[+ X =Y est d—continue sur X &, et seulement s1 la restriction de f
a tout compact de X esl §-conlinue.

Démonstration: Evidemment si [ est 3—continne sur X sa restriction
a tout compact K de X est 3-continue sur K.

On suppose maintenanl que la restriction de [ & tout compact de X
est 3—continue. Pour tout x, € X et toule suite (x,),&eyde X, convergente
vers x,, l'ensemble K = {x,, x;, ..., x,, ... } esl compact. Donesig = [/K
esl Ja restriction de Fa K, g esl d—continue sur K, et d’aprés la proposi-
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tion (2.1) la suite (g{x,)).ex est d-convergente vers g(x,), c'est a dire
(f(x,)).en €8t 8—convergenle vers f(x,). Alors f est d—continue au point
X, & X .

Par conséquent elle est §—continue sur X. O

(3.8) Proposition: Solent X, Y deux espaces métriques. L’application
f: X =Y est d-continue sur X si et seulemenl si

(a) VA< X, f(A) < [f[{A)]s

(b) ¥YBeY, B < iyBy el
(¢) ¥B< Y, {Yint(B)s]cint[fXB)].

Démonsiration: a) Supposons f 3—continue sur X,
Soit y, = f(z,) € f(A), donc x, = A.
Si Ton prend W e Vi (f(x,)), alors 7Y W) e V(x,).
Par conséquent 1 (W) (VA 5 &F, done W () f(A) # @&, c'est a dire

f(x,) & [f(A)s
On suppose maintenant que (a) est vraie.
Soit x, € X et W e Vg (I{x,)).

Onmel A =X — 12 W)et V= X—A.

Ona:x,¢ A, parce que si x, € A, alors §(x,) €[f(A)]s, donc WV 1(A) # &.
Par conségquent {-3(W) (A # &, qui n'est pas vrai. Donc x,eV et
Ve V(x,). Evidemment f(V)g W, alors f est d—conlinue en x,, et
comme x, est quelconque, f est §~conlinue sur X,

T

b) On suppose que f est d-continue sur X,
Soit x, & I 1(B) el We Vy(i{x,)), alors [-Y{W)eV (x,). Mais
W) N EYB) # @, done W ()B # &, cest & dire f(x,) e Bs .
Par conséquent x, e {1(By) .

Inversement, on suppese que {b) est valable.

Soil x, e X et W e Vi (K(x,)) .
Onmel B=Y—Wel V=X—[YB).
Alors x, ¢ FFI{B), parce quesix, & I"{B), {(x,) € Bs, done W NB # @
gui n’est pas vral.
Par conséquent x,e V, done V € V{x,). De plus on a:
(V) < W, alors f est d—continue en x,, done { est 3—continue sur X,
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¢) Supposans [ 8~continue sur X.

Soit x, € [T[int(B}s}; alors il existe W e Vy(f(x,)) tel que W = B.
Mais [ est d—continue, done il existe V € V{x,), lel que [(V) = W . Alors
Ve [7Y(B), cdest a dire x, ent[[~Y{B)}].

Inversement on suppose que (¢} est vraie.

Soit x, e X el We Vi(t(x,)). Alors x, e ["int{W)s] et, d'aprés (c},
X, ent [[7Y(W)]. Done, il existe Ve V(x)) tel que V < [T{W), clest
a dire f(V) € W . Par conséquent [ est 3—conlinue en x,, alors elle est
s8—contlinue sur X . |

On a aussi la proposition.

(3.7) Proposition: Soient X, Y deux espaces métriques et f: X — Y une
mjection de X dans Y. 8i Uapplication [ est 8-continue sur X, on a:
VA e X, [(A) = [(a);.

Démonstration: Supposons que f est d-continue sur X. Soit
v, = [(x,) e [{A} et W eV ([(x,)).

Alors on a: [7Y{W) e V(x,) et

(W) — D NA#3.

Done (W — {[(x,) }) [} [(A) # @&, parce que [ est injective. Par con-
séquent [(x,) e[[{A)],. O

(3.8) Proposttion: Solent X, Y deux espaces métriques et [ une appli-
cation de X dans Y.

Si Ton a:

VA € X, [(A) < [1(A)],,

alors [ est 3-continue sur X .
Démonstration: Supposons que

VA € X, (A7) < [[{A)],

Soit x, € X et We Vs (f(x,)). On met

A=X 1" W) et V=X—A,
Alors x, ¢ A’ parce que sl x, € A",

{x,) e[{{A)];, done "YW} (A # &,

el on arrive 4 une condradiction.
De plus x, ¢ A, par conséquenl x, ¢ A .
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Alors x, €V et Ve V{(x,).

Evidemment on a f(V) € W, d’oit I'on obtient que [ est 3—continue en
x,, donc elle est d—-continue sur X . !

Soient X, Y deux espaces métriques, E un sous-espace de X, [ une
application de X dans Y et fy la restriction de f a I.

On trouve lacilement que:

(3.9) Proposttion: Si [ est 8—continue au point x,€ E, alors f¢ est 3
continue en x, .

De la proposition (3.9) il en résulte:

(3.10) Proposition: 5i Uapplication {: X — Y est 8—continue sur X, alors
Vapplication [g: E — Y est d-continue sur E .

(3.11) Définition: Soit X un espace métrique et A = X . L’ensemble A
est dit S—dense sur X si A; = X .

(342) Définilion: L'espace métrique X est dit d-séparable, ¢'il existe
un ensemble A < X | dénombrable et §-dense sur X .

On va démontrer que:

{3.43) Proposition: Si X est un espace métrique séparable et [ une ap-
plication 3—continue de X sur l'espace métrigue Y, alors Y est 3-sé-
parable.

Démonstration : X étanl séparable, il exisle un ensemble dénom-
brable A. dense sur X. Evidemment Densemble [{A) = Y est dénom-
brahle. Soit v, = fi{x,) e Y . Alors x, & X et, 1l existe une suile (x,),En
de A, lelle que lim x, = x,. Donc &hm [{x,) = [{x,). Alors

I(x,) €[1(A}]s, [6, p. 158].
Par conséquent [(A) est d—dense sur Y, done Y est 3—séparable. O

4. Continuité d—unilormne

Sotenl (X, dy), (Y, d,) deux espaces métriques ef f: X — Y une
application de X dans Y .
(4.1) Définition: On dit que T est J-uniformement continue sur X, si:

Ye>8, Hyn>0, tel gue
dy(x,y) <7 = dyff(x), [(y)) < <.
1 ne dépend que du chox de =.

Evidemment une application §—unilormement continue sur X est
d—coutinue snr X .
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On va démontrer que:

(4.2) Proposition: Si [ est une application S—continue d’un espace
métrique compact X dans un espace métrique Y, alors f est 23-unifor-
mement continue sur X .

Démonstration: Soit x;, € X | alors, d’aprés la d-continuité de [ on a:
Ve > 5, Mnx > 0, VxeBlx, nx), do(i(x), H(x)) < =.

On met A, = B(x;, nx;) . La famille (A});cl constituzun recouvre-
Jment ouvert de X et, comme X est compast, on a:

VxeX, HAn >0, Hdel, tel que B(x,n) < A;.

Done, on trouve finalement que:
Ve > 28, Hn > 0 tel que la relation dy(x,y) << 5 entraine d,(f{x), f(y))<"¢
c’est 4 dire [ est 28-—uniformement continue sur X . M

Une suite (x,),en d'un espace métrique X est dite 3—fondamentale,
si [B, p. 144]

Ve3d, Un,eN, Vpzn,, Vgzon,, dx,x,)<=.

[ERia |

On va démontrer que:
(4.3) Proposition: Soient (X, dp), (Y, d,} deux espaces métriques et
T: X —Y une application 3-uniformement continue de X dans Y. $i
(x,0.En est une suile de Cauchy de X, alors (f(x,)),ex est une suite 8-
fondamentale de Y.

Démonstration: Soit (x.),Ex, 0u 3. X, une suite de Cauchy. Com-
me f est d—uniformement continue on a:

Ve>3, >0 dixy} < q=d(f(x), 1(y)) < <.
Mais:
Hn,e N, Vmmn z o, dy{x,, x,) <<n, done
dg.(f(xm), f(x,)) <2 =, c’est a dire (1(x,)),.en est d-fondamentale. ‘0O
{4&.4) Proposition: Solent (X, di), (Y, d,) deux espaces métriques,
f: A —Y une application d—uniformement coutinue sur A, ou A = X

et A dense sur X .
On va démontrer que:

a) Pour chaque x, € X, il existe une suite {«,),€y de A, convergente
vers X, telle que la suite (f{«,)),ex soit 3—fondarmentale.

b) Si I'on suppose que dans Uespace Y, toute suite 3~fondamentale
est 8—convergente et 81 y, € Y est une 3-limite de (f{«)), &y, alors:

WnoeiakA BiBAI0BAKN Oed@pacTog - TuAua MewAoyiag. A.lM.O.



129

Pour toute suite (x,),€y de A convergente vers x,, la suite ({(x,)),&x
est 28-convergente vers vy, . -

Démonstration: a) x, ¢ A, alors la démonstration de (a) résulte de
la proposition (4.3).

b) Comme lim «, = x,, lim x, = x, et f §—uniformement continue
sur A, alors:

Ve/2>8, Uy >0, Hn,eN tel que ¥unzmn,, la relation
dyler, x,) << 7 entraine do(f(e,), f(x,)) < /2.

Mais (f(w,)).Ex est 8—convergente vers v, done:
Ve/2>35, dn/eN, Vnzn)/, d(f(e,}, v,) < /2.

On a aussi:

dz(f(xn): Yu) < dz(f(“n)a f(xn)) + d2(f(‘xn)’ YO)? aIOI‘S (f(xn) )neN est 28‘
convergente vers y, . O
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