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SU/"MRY 
Although, numerous papers have been published, dealing with spectrum analysis 
methods. ίη the magnetic and gravity field, however a little work has been 

done ίη this direction for the spontaneous potential field. 50, by study1ng 

SΥsteπlat ical1y the behaviour of frequency spectrum of geophysi cal anomal ies. 

there have been found analytical expressions for the spectrum of gravity and 

magnetic fields which are produced by various geometrical bodies. 

Ιη this paper an analytical expression is introduced for the frequency sper.trvm 

of a spontaneous potential curve which is produced by a polarized spherical 

body and is considered the behaviour of the theoretical curves of this srectrum. 

Ιη addition, it is presented a new method of quantitative interpretation of 

spontaneous potential anomalies, based οη the frequency spectrum, for the depth 

determination to the centre of the sphere and the polarization angle. 

Final1y, it is described quantitatively the dependence of the step of pro­

specting which has to be chosen to keep υρ the information taken from a SP 

profile, when the spherical body is burried ϊη various dephts. 

The results of this paper can be useful ϊη mineral prospecting inνestiρatiοns 

as well as ϊη geothermol studies with the presupposition that the detected SP 

Anoffialies can be simulated to the potential field produced by a polarized 

spherica 1 body. 
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ΦΑ1fo1.ΑΤΙΚΗ Α1'.ΜΥΙΗ ANDMAJ\.IAl ΦY~IKOY Δn:ΑΜΙΚΟΥ ΠΟΥ 

ΠΑΡΑΓΕΤΑΙ ΑΠΌ ΠOΛ~ENH ΣΦΑΙΡΑ. ΠΟΣΟΤΙΚΗ ΕΡΜΗΝΕΙΑ 

ΤΗΣ ANOMMIAl ΜΕ BAlH ΤΟ ΦΑ1ΜΑ ΌΣYXNOTHTQN ΤΗ'Σ. 

ΕΠΙΛΟΓΗ ΚΑΤΑΛΛΗΛΟΥ ΒΗΜΑΤΟΣ ~IA1KOΠHΣHΣ 

Υπο
 

Γ.Αι.Σκιόνη* T.~.Παπαδόπoυλoυ* Δ.Α.Βαϊόπουλου**
 

ΠΕΡΙΛΗΨΗ 

Ενώ. στη βQρυτoμετρΙα και μαΥνητομετρία έχει διερευνηθεΙ αυστηματικό η oυμπεpι~ 

φορό του φόα~ατoς συxνστήτ~ν σε γεωφυσικές ανω~αλίες και έχουν βρεθεΙ οι αναλυ­

τικές εκφρόσεις των φaσμότων του βαρυτικαύ και μαγνητικού πεδΙου που παρόγονται 

από διόφορα γεωμετρικό σώματα, στον τομέα του φυσικού δυναμικαύ έχει γΙνει λίγη 

δουλειό προς αυτ~ την κατεύθυνση. 

Στην παρούσα εργασία εξόγεται η αναλυΤΙK~ έκφραση του φάοματας αuxνoτ~των της 

καμπύλης φυοικού δ~ναμΙKoύ που παρόγεται aπό ένα πολωμένο σφαιρικό σώμα κσι με­

λετάται η Όυμπεριφορό τ~ν θεωρητικών καμπυλών αυτού του φόσματος. Στη συνέχειο 

αναπτύσσεται μια μέθοδος ποσοτικής ερμηνεΙας των ανωμαλιών φυσικού δυναμικού, με 

βόση το φάσμα συxνoτ~των τους, KatC την οποΙα προσδιορίζεται το βάθος του κέντρου 

της οφοΙΡας κοι η γωνΙο πόλωσης, 

Τέλος, περιγρόφεται ποοοτικό η εξόρτηση του β~ματoς διαοκόπησης που χρειόζεται 

για να μη χαθεΙ η πληροφορΙα που μπορεί να μας δώσει το προφίλ ~υOΙKoύ δυναμι­

κού, όταν το QφcLtLKC σώμο βρΙσκεται σε διόφορα βόθη, 

Τα πορΙσματα αυτ~ς της εργασίας μπορούν να αξιοποιηθούν στις μεταλλευτικές ~ι­

ασKoπ~σεις και σε μικρότερη κλίμακα στη γεωθερμία, στο βαθμό που οι ανωμαλίες 

φυσικού δυναμικού, στους δύο αυτούς τομείς της εφαρμοσμένης έρευνας, παρόγονται 

από δΙΠΟλικές κατανομές φορτίου. 

* Πανειιοτήμιο Αeηv~v, Tσμέα~ rεωφuσική~-rεω~CΡμία~ 

** πανειιοτήμιο A~ηνών, Toμέα~ ΓεωΎPαφία~-KλιματoλOΎία~ 
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(α) EI~AΓΩΓH 

Ενώ, στη βαρυτομετρ(α και .μαγνητομετρ(α εφαρμόζεται οε μεγάλη κλίμακα η ανάλυση 

ουχνοτήτων για την ερμηνεία των ανωμαλιών υπαίθρου και υπάρχει μια μεγάλη βιβλι­

ογραφία σε σχέση ~ε αυτό το αντικε(μενο (ενδεικτικά μόνο ανσφέρουμε τις εργασί­

ες των Dean '958, Bhattacharyya 1966, Odegard and Berg ,965, Bhimasankaram Κ,σ. 

1977), στη μέθοδο του φυσικού δυναμικαύ η έρευνα που έχει πραγματοποιηθεί σε 

σχέση με τις εφαρμογές της ανάλυσης Fourier είναι πολύ περιορισμένη. Από όσο 

γνωρίζουμε, υπάρχουν δυο εργασΙες που αναφέρονται στην ποαοτικη ερμηνεία ανωμα­

λιών φυοικού δυναμικού που παDόγoνται από κεκλιμένα λεπτά φύλλα (Rao Κ.α. 1982, 
Rao and Mohan 1984). 

~την παρούσα εργασία γ(νεται μια θεωρητική μελέτη του αυνεχούς φόσματος σνωμα­

λίας που παΡόγεται aπό πολωμένη σφαίρα και στη συνέχεια παρσυοιάζονται εφαρμο­

γές της ανόλυσης αυτής στην ποσοτική ερμηνεία των ανωμαλιών φυοικού δυναμικού 

και στη μετρολογία. 

(β) Ι".ΕΛΕΤΗ ΤΟΥ ΦAΣMATO~ 

θεωρούμε διπoΛWμένη σφαίΡα ακτ(νας Ro και πόλωσης Ε, το κέντρο k της οποίαc a­

πέχει κατά h οπό την επιφάνεια της Γης (σχ,'}. Την σναλυτική έK~pαση γιο το 

δυναμικό του ηλεκτρικαύ πεδίαυ έχει δώσει ο Petrovski (1928). Ενυιαωερ6μαστε 

μόνα για το δυναμικό V(x) κατά τον άξονα χ και θα υιοθετήσουμε την έKΦPασ~ που 

δίνεται σε σχετική εργασία του De Witte (1948): 

V(x) = -ER~. hcosa+xsina 
2 (h 2+X2 )3/2 

Η μετασχηματισμένη κατά Four;er υ(ω) της V(x) δίνεται από τη σχέοη 

υ(ω) = JooV(x)e-iWΚdx (Spiegel, ,978) (2) 
-00 

υ(ω) r -EF§ • hcosa+xsina • e-i(ι)Χdχ -+
Δηλαδή, 

-ω 2 (h2+x2"'2 

ER2. "> 
.. υ(ω) =­~ cosa J 

2 -00 

Αλλά r h e-iωxdx = 2wY-1 (hw) (Canpbell-Foster, 1957) ίJ: ) 
...., {x2 +h 2 )3/2 

ΤΟ ω θα θεωρε(ται θετικό στους υπσλογιομούς που θα γΙνουν, Η συνάρτηση K1 εί­

ναι η τροποποιημένη συνόρτηση Bessel 20u είδαυς και 1ης τάξης, Επειδή ιοχύει: 
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/1tJ Χ • e-iωxdx = 1«> [ -1 ΊΌ e-iωΧdχ 
-. (Xl+hl)3ft (xl+h2)i.k-00 

δηλαδ~ • 100 χ • e-iωxdx = ι'"'e-iωΧd [-1 l 
-'"' (xl+h l )3/2 ...", (x2+h2),J 

με παpαγoνΤΙK~ oλOKλ~ρωση θα έχουμε: 

-iωx ] ... -iωx/iJ Χ • e-iωΧdχ -e -iw/'"' e dx (5) 
-<:ο (xl +hl )3/2 (Xl+hl)i -. -a> (xl+hl)i . 

-e-iωx -coswx + i s i nwx
Εξ όλλου ισχυε Ι: (6) 

(x l +h2 ) i (xl+hl )' (x l +h 2 )' 

λ/λά Ι -coswx Ι ~ 
1 (7 ) 

(xl+h2 )' (xl-+hl)i 

Ομως , in\ 1 = Ο , (8)
Χ .. + '"'(xl-+hl)' 

οπότε με ρόση σχετικό ορισμό από τη ~'~eHrATIΚH ΑΝΆΛΥΣΗ, Spiege1 (1982)~ έχου­

με ότι 

V ε>Ο Ξ3 Ν: Χ>Ν .. 1 1 Ι<ε (9} 
(x l +h l )' 

Από τις (7) και (9) συνόγεται ότι V ε> Ο 

Ι 
-cosu;x Ι
 

Ξ3 Τ~ : χ > Ν .. (Χ l +h 2 ) i < ε.
 

-coswx 
δηλαδ~ 1;m Ο (Spiegel. 1982) ( 10) 

X-+-t"" (xl+hl)i 

~:ε ανόλογους συλλογ ισμους μπορούμε να δε Ιξουμ ε ότι: 

1im -coswx '" Ο . s;nwx - Ο
 

x"--{xl+hZ)i x .. t", (xl+h l )'

(11) καθώς και 11m - ( 12) 

Από τις (10), (11). (12) συνόγεται ότι ο πρώτος όρος Του δευτέρου μέλους της 

(5) εΙναι Ισος με μηδέν, ~τoι 

-iωx ]00-e ­ Ο οπότε η (5) γΙνεται: 
(xl+hl)i ...., 

00 χ -iωΧd 
-iωx 

Ι . e χ -;w Γ' e dx ( 13) 
...., (x l +h 2 )3j2 -.., (x l +h2 )' 

Eπειδ~ ισχυει ότι: 
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e- iωx 

/~) dx =. 2Ko(hw) • (Campbell-Forster.1957) (14) 
-- (x 2 ·.N)i 

όπου Κο [(ναι η τροποποιημένη συνάρτηση Bessel. 20υ εΙ~oυς. μηδενικής τάξης, 

η (13) γίνεται: 

(15)
 

Ετσι, ατιό τις	 (3). (4) και (15) έχουμε: 

υ(ω) =. -ΕR~cοsa.ωΚι(hω) + iER~sina.wKO(hw) (16 ) 

Το φόσμα πλατών (amplitude spectrum) Α(ω) θα δΙνεται ατιό τη σχέση 

Α(υ) == Ι υ(ω) Ι (160) 
Από τις (16) και (16α) συνόγεται ότι: 

Α(ω) = [R~ ω /cos2aKi (hw) .. sin~aK~(hw) (17) 

ενώ το φόσμα ισχύων (power spectrum) A2(w) ec εΙνcι: 

Α2 (ω) =. [2R~w2 [cos 2 ar2 (hw) + sin'aK2 (hw)] (18)
ο Ί ο 

Στα σχήμστα 2 και 3 παρoυσ~άζoνται οι καμπύλες των φασμάτων πλοτών Α(ω) κα, φα­

σμάτων ισχύων Α 2 (ω) αντίστοιχα, για διόφορες γωνίες πόλωσης. Το Α(ω), με βόcη 

τη (17) μετοσχηματίζεται σε 

_h_. Α(ω) == hw IcoszaΚi (hw) .. sin2aK~(hw) 
ER~ 

οπότε στο διάγρσμμα του φάσμοτος πλστών έχουμε το hw στον όξονα χ (με το h στο­
θερό και το ω μεταβλητό) και στον άξονα Υ έχουμε το μέγεθος _h_. Α(ω) IJL μετο­

ER~ 
βλητή ποσότητα το Α(ω). 

Ilaρατηρούμε ότι για hw == 6rad. το μέγεθος _h_. Α(ω). άΡα και το Α(ω) πρακτικό 
ER~ 

μηδενίζεται. Δηλαδή. για σφαίρα που το κέντρο της βρίοκεται οε βάθος h, το Α(ω) 

μηδενίζεται στη συχνότητα ωo~ • για την οποία ισχύει 

hw ;. = 6rad	 (19.')
o


Στο διάγραμμα του φάσματος ισχύων έχουμε το hw στον όξονα χ και το μένεθος
 

.!: . ΑΙ (ω) στον ά~oνα Υ. ΤΟ φάσμα ισχύων Α' (ω) ηρaKτιι<ό μηδενίζεται στη συχνό­
[lR" 

ο ω Α' γ ια την ΟΠΟΙ'ισχυε ιτητο α
 
ο,
 

hw = 3.2rad	 (2Ό) 
ο,Α'
 

θα πρέπε ι επ ΙσΓις να σημt ι.ωθε ί ό1 ι
 

limhwΚo(hw) = Ο (21) ΚΟΙ l.imhwK1 (hw)	 (22) 
hω->o	 hω->O 
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Οι απΟδείξεις	 για τις (21) και (22) υπόρχουν στο ΠAPAPTH~~. 

Η φάση ΦΙω) [ιίνεται aπό τη σχέση: 

w Ι 16)
Φ(ιιι) :; arctan [Imu(, )] + Φ(ω):; -arctan [~. tana] (23) 

- ReU(w) Κ1 (hw) 

Για hw .... "" οι ποσότητες Ko(hw) και 1(1 (hw) προσεγγΙζονται από την παρόστααη 

-hw 
_e____ ι (Spiege1, 1976) 
12nhw 

οπότε οι Ko(hW) και 1(1 (hw) τεΙνουν να εξισωθούν, δηλαδή 

1i m Κο (hw ) :; 1 (24) 
h,r+α> Κι (hω) 

Επίσης. 1im	 ~(hw):; lim hwΚo(hw) (21).(22) lim Κo(hw):; ο (25) 
hω:+o	 fιώ Ο

Κι. (hw ) + hw Κ1 ( hw ) .... ηω +0 Κ1 (hw) 

Έτσι, το όριο	 tnc (23), για w.... O. λόγω tnc (25) είναι: 

1im Φ(ω) :; -lim arctan ι~. tana]:; Ο 
ω-><J	 hω-+-Q Κ1 (hw) 

ήτοι	 1im Φ(ω) :; Ο (26) 
ιι;..ο 

και για W"'''',	 λόγω της (24) είναι: 

11m Φ(w) :; -a (27) 
ω-+ <χ> 

Στο σχήμα 4 παρουσιόζεται η φάση Φ(ω) σε συνόρτηση με το hw, για διόφορες τιμές 

της γωνίας πόλωσης a. 

Είναι σημαντικό, για την nOootLKn ερμηνεία των ανω~αλιών φυσικού δυναμικού, να 

επισημόνουμε ότι ισχύει: 

Α(Ο) :; ~ A(w) 1(28)
και Η απόδειξη υπόρχει στο ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ
 

ΕRδcοsa

Α(Ο):; h 

(γ) ΠΟΣΟΤΙΚΗ	 ΕΡΜΗΝΕΙΑ 

θεωρουμε λοιπόν μια ανωμαλΙα φυσικού δυναμικού που οφε[λεται σε πoλ~μΙνη σφαίρα 

(οχ. 1). Από το φάσ~α πλατών n το φόομα ιoxύ~~ν του προφίλ φυσικού δυναμικοu, ση­

μειώνουμε τη συχνότητα μηδενισμού ν Α n ν Α' αντίστοιχα. Από tLC οχέσεις (19)
ο. o~ 

και (20) βλέπουμε ότι το h προσδlορίζεται είτε αr.ό την
 

h:; _6_ 3
 (29) 
2πν ο ,Α πνο,Α 
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εΙτε από την (30) 
2πν ο .Α \Ίνο •Α' 

Για τον προσδιορισμό της y~νΙας πόλωσης a. θα μπορούσαμε στσ φόομα συχνοτήτων 

Φ να αημειωσουμε ~ην τιμή του Φ ως προς την οπσΙα η καμπυλη πρακτικό οριζοντιώ­

νεται και \Ίου εΙναι Ιση με -a. Τα πρόβλημα όμως είνσι ότι η οριζοντίωση Kαθυσtε­

ρεΙ (γίνεται περΙπου στη διr.λόσια συχνότητα από αυτή \Ίου αντιστοιχεί στον πρα­

κτικό μηδενισμό του Α(ω», ενώ το φόσμα φόσης που εξόγετσι με βόση τους κανόνες 

της αριθμητικής· ανόλυσης δεν προσεγγΙζει ικανοποιητικό τη θωρητική 

καμπύλη Φ(ω). προφανώς ΥιατΙ το διόστημα συλλογής τιμών (δηλαδή το δειγματικό 

διάστημα-βήμα διακόπησης-samΡΙing interval) θα πρέπει να είνοι πολύ μικρό, ώστε 

να γΙνει Ο αριθμητικός μετασχηματισμός τσυ V(x}. ΑντΙ6ετα, τα αριθμητικό προσ­

διορισμένα φάσματα πλατών και ισχύων. προσεγγίζουν ικσνοποιητικό τις θeωpηΤΙKές 

καμπύλες. οπ6τε έχοντας ήδη προοδιορΙσει το h σημειωνουμε τη συχνότητα w για την 

οποΙα hw;o 1, καθώς και την αντΙστοιχη τιμή Α(hω=l)' ~ημειώνoυμε επίοης κσι tIΊV 

τιμή Α(Ο). 1τη συνέχεια υπολογΙζουμε το λόγο 

λ ;ο Α(hω=l) (31 ) 
Α(Ο) 

Από την (17) έχουμε ότι: 

Α( ) =~.lcos2aK21(1)+siI12aK·(1) (32 )
hω=l h Ο' . 

Το Α(Ο) πρoo~ιoρίζε.ται από την (28), οπότε από τις (28), (31) και (32) ουνόγε­

ται ότι 

λ ι -K~ ( 1) ... a= arctan
 
I\b( 1)
 

Τσ Κ (1) και KI (1) προσδιορΙζονται από πΙνακες, οπότε 
ο 

λ 2 -Ο.36228a = arctan (33) 
0.17724 

Ετσι προσδιορίζεται το h από την (29) ή την (30) κσι ΤΟ a από την (33). οψού
 

βρεθεί το λ από την (3t).
 

ΕΦΑΡΗΟΓΗ 

θεωΡούμε πολωμένη Dq'OLpa με ER~ '" 2·10 5mV.m. σε βόθος h =20m και γωνίας πόλωσης 

a '" 300. Παίρνοντας Ημές ταυ ν{χ) ανά 1m (256 .τιμές συνολικό). προσδιορίζΟU1Jε 

το φάσμα πλατών αριθμητικό με βάση το σύντομο μετασχηματισμό Fourier (FFT)(ax.5). 

Τελικό. βρίσκουμε 6τι h '" 20.4m και a '" 38~7. 

Το πρόβλημα είναι ότι το Α(Ο) εtαρτάτaι και σπό σταθερές ως προς χ τιμές του 
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ν(χ). που προστίθενται ενδεχσμένώς και αυτές στο προφίλ υπαίθρσυ. Αν λοιπόν δεν 

έχουμε προσδιορίσει τη μηδενική στόθμη ώστε να Ιχουμε αναγόγει ως προς αυτήν 

τις μετρσυμενες τιμές δυναμικού, τότε ή θα προσδισρίσουμε από το φάσμα πλατών 

το ~ Α(ω) και θα το θ~pήσσυμε αυτό σαν Α(Ο) ~ θα λύσουμε την τριγωνομετρική 

εξίσωση 

Α(hω:l) cο s~ aΚ f ( 1) + si n2 aK~ ( 1) 
μ 

Α(hω=2) cos~ aKH2) + sin2a~(2) 

με μοναδικό όγνωστο το a.
 

θο πρέπει να σημειωθεί ότι το κέντρο k της oφaίpoς (σχ.1) δε βρίσκεται σε βόθος
 

h κότΙι) από το αρνητικό κέντρο της ανωμαλίας, αλλό κάτω από το σημείο Ο ΤΟυ προ­


φίλ, που aπέxει κατά Xm από το αρνητικό κέντρσ. Το x υπολογίζεται από τη σχέση
m 

xm = -l cota + ..!.+.2.- cot~a (De Witte, 194ε) (34) 
h 4 2 ,6 

Κατό συνέπεια, το σημείο που απέχει κατό h από το κέντρο της σφαίΡος το προσδιο­

ρίζουμε οπό την (34). 

(δ) ΕnΙΛοrΗ ΒΗΜΑΤΟΣ ΔΙΑΣΚΟΠΗΣΗΣ 

Επειδή το ηλεκτρικό πεδίο στην επιφόνεια παρόγεται από μια κατανομή φορτίου στο 

βόθος h με βόση το νόμο των αντίστροφυν τετραγώνων. αναμένεται η ανωμαλίο V(x) 

να διευρύνεται όσο αυξόνει το fc60ς h, οπότε αυτCΝιι και το βήμα διασκόπησης 

(sampling interval) που· χρειόζεται για να μη χάσουμε σημαντικό μέρος της πληρο­

φορίας που μπορεί να μας δώσει το προφίλ φυσικού δυναμικού. Ωστόσο, δεν έχουμε 

δει στη βιβλιογΡοφία μια ποσοτική σχέση ΠΟυ θα δίνει το βήμα διασκόπησης που θα 

πρέπει να επιλεγεί, όταν υπόρχουν πληροφορίες για τα πού περίπου κυμαίνεται το 

βόθος της πηγης της ανωμαλίας, ενώ στη βαρυτομετρία έχει γίνει μια παρόμοια ερ­

γασία (Μέμου-!κιόνης, ,983). 

Το κριτηριο στο οποίο στηριζόμαστε για τον προσδιορισμό ΤΟυ βήματος διασκόπησης, 

όταν το βόθσς της πηγής είναι h, είναι το εξής: 

Η κυκλική συχνότητα W που αντιστοιχεί στο βήμα διοσκόπησης (sampling interval),s 

η οποία είναι διπλόσια της συχνότητας tιykuist (Kulhanek, 1976), θα πρέπει να εί­

ναι διπλόοια της μέγιστης συχνότητας ωο,Α που αντιστοιχεί στο φόσμα πλατών της 

ανωμαλίας, η οποία παράγεται από πηγή που βρίσκεται σε βόθος h. ώστε η συχνότη­

τα Nyku;st να είναι ίση με ωο,Α' θα πρέπει δηλαδή 

(,9) 12
Iι)s= 21ι)ο,Α .. Iι)s" - .. νδ" ~ 

h nh 
Το βημα διασκόπησης Δx s εΙναι ίσο με ~ ; οπότε Δχ ,,-nh (35) 

νs 
s 6 

!το σχ.6 έχουμε τη γΡοφική παράσταση του ΔΧ δ ως προς h. 
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(ε) ΠΑΡΑΡΤΗt,;Α 

Ισχύουν: 

Κο (hw) '" - {l n( hw) -+ γ}Ι (hw) -+ (hw) 2 -+ (hw) ~ • (1 -+.!.) -+ (h ω) δ (, -+.!. -+ .!. )-+ ... 
. 2 Ο 22 22.42 2 2 2 .4 2 .Ι 2 23 

γ -+ στοθεΡό του Eu1er, Io(hw) '" 1 -+ (hw)2 ... (hwj~ -+ ••• 
22 22.42 

Γ ιο hw -+ Ο παρολε ίπουμε τους όρους hw που t ί νο ι τΜης ονώτερης της npWτης ι οηότι: 

θα ισχύει 

hω l>O(hw) • -hw{ln(hw) ... γ) , (36 ) 
2 

hw
δηλαδή hw~(hw) κο -hw1n - - hwy ( 360) 

2 
hw 1n hw

hw 1n"2 
Ομως, -hωlπ - = _..- Αλλό 1im 2 

tι.>+ Ο _ 1i2 
hwhw 

είναι η απροσδιόριστη μoρφή"~. οπότε εφορμόζοντας τον κανόνο του 1 'Hospital
 
Ο
 

μπορούμε να γράψουμε:
 

1n hw (1 hwl' 
n 2 J 

1im (-hw1n hw) 1 " ...,.. 1"1m ---,--- '" 1m 
ω+ ο 2 ω+Ο \ u;-+O 

hw [~]'	 . 

ή 1im(-hwl~}=lim 2hw"'C,ήτοι 2;i1J1 (-hw 1n ~) 
ω-+Ο 2 ιrO0 

ωστε l;m	 (-hw 1π hw) ο (36β) 
W-+ Ο 2 

Επίσης, lim (-hwy) '" Ο (36γ) 
Iι.>+Ο 

Συνεπώς, από (36ρ). (36β) και (36γ) οδηγούμαστε στην 

'im hwΚo(hw) " Ο (37)
hω-.ο 

Επίσης ισχύουν: (Spiegel.1976) 
hw 1-+2k 

κ.{t\ω) '" {ln(hw) ... v}I1(hw) -!- ~ ~ Ϊ (2) {ι:>(k} -+Φ(1 ... k» 
2 hw k"'O k!(1-+k)! 

hw (hW)3 (hω}S ..." - -+ --"- ... ~--'--
2	 22 .42 22.42.62
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1 1 1
Φ(ρ) = 1 +-+-+ ••• + - • Φ(Ο) = Ο
 

2 3 Ρ
 

Για hω~O μπορούμε να κάνουμε ανάλογες προσεγγΙσεις με αυτές που κάναμε για να 

~oταλήξoυμε στην (37). οπότε ο μόνος όρος που θα μεΙνει στην τροποποιημένη συ­

νόρτηση Bessel δευJέρου εΙδους Kl(hw) θα εΙναι ~ ~ ο οποΙος αν πολλαπλασια­
σθεΙ με hw θα δώαει γινόμενο τη μονάδα, δηλαδή 

~hw Κι (hw) = 1 (38) 

Επίοης. σπό Ης (17). (18). (37). (38) συνάγεται ότι: 

~ oA(w) = ER~cosa (39) 
h 

, ; m Α2 () Ε2 R~
~Oι hω... ο w = ocos 

2 
a (40) 

h2 

Εξ αλλου, από	 τη σχέση (16α) συνάγεται ότι: 

Α(Ο) = !U(O) Ι (41) 

Το U( Ο) θα υπολογ ισθε Ι από τη οχ έση (2), αν θέοουμε w =Ο, δηλαδή 

U(O) = JΦV(χ)dχ	 (42) 
-Φ 

Τότε, από τις	 (1) και (42) έχουμε: 

U(O) = -ER~{ ιΦ hcosa dχ ... JΦ xs;na dX} (43)
2 -<Σ> (h2+X2)J/2 -<%> (h2 +X2 )J/2 

Στο δεύτερο ολοκλήρωμα της (43) η υπό ολοκλήρωση συνάρτηοη είναι πεpιττ~, κατά 

συνέπεια θα ε[ναι 

J"" xs;nx	 dx" Ο ι οπότε η (43) γίνεται 
'"'" (h 2 ...χ2 )3/2 

U(O) = -ER~ ιΦ hcosa dx (44) 
2 -"" (h2tX2)3/2 

Επειδή ισχυουν: 

ιΦ dx 2 ιoo~ (45) 
-Φ (h 2 +X 2 )3h ο (h?+X2)3/2 

J__dx.
και 

χ 

(Spiegel, 1976) (46 ) 
(h2 +χ2 )3/2 h2 Ι χ2 +h 2 

{χουμε: 

dx , . χ , . χ ~ Γ dx =...!- (45)j = 1m -----.: - 1m-­
ο (h<+χΖγh x--Γ'z~ X-+Oh2~ ο (r.2+X?)3/~ h2 
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2 • οπότε η (44) γίνετοι: 
h2 

u(O) = -ER~ cosa (~) Α(Ο) ~ ERb cosa (47) 
h. h 

Από τις (39) και (47) έχουμε: 

1im A(~) ;: Α(Ο) (48 ) 
ω+Ο 

Η οχέση (48) αποδεικνύει τη αυνέχειο της συνόρτησης Λ(ω) στο σημείο ο. 

Επιμείναμε στην απόδειξη της συνέχειας της συνόρτησης Α(ω} στο σημείσ G, γιο τπν 

περΙπτωοη της πολωμένης σφαίρας, γιοτί θα πρέπει νο έχουμε υπόψη ότι η ουνόρτηση 

Α(ω) δεν είναι ουνεχής στη συχνότητο μηδέν οε όλες τις περιπτώοεις και αν αγνοη­

σουμε το ζήτημα της ουνέχειας είνοι πιθανό νο ο[ηγηθούμε οε οφόλμοτα στην ερμη­

νεία των φaσμότων πλατών που οφείλονται σε διόφορες κατανομές φορτίου. 
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