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Τ;-~tμα τη~ φασ~ατική~ ανάλυση~ των ανωμαλιών φνσΙΧΘύ δυναμικού έχει διερευνη­

~εί σε πολύ περ~oρισμένη κλίμακα, αν και, από τη μελέτη της συμπεp~φopά~ Των 
καμπυλών του φάσματοs συxνoτήτων~ μ~oρεί κανείς να έxε~ πληρoφopίε~ γ~α παρα­

μέτpoυ~ της κατανομήs φορτίου που παράγει την ανωμαλία του δυ~αμικoύ. 

Στα πλαίσια τη~ ~ρoσπά~ειας μας για μια πιο ολοκληρωμένη αντιμετώπιση των ζητη­

μάτων που σχετίζονται μ~ το φάσμα συxνoτήτ~ν Των ανωμαλιών φυσικού δυναμικού. 
εντάσσεται και η παρούσα εργασία, όπου αναπτύσσΕται μια νέα μέ~oδo~ ~oσoτική~ 

εpμηνεία~ των προφίλ ηλεκτρικού δυναμικού ~oυ παράγονται από πολωμένο και 
λεπτό ΚΕκλιμένο φύλλο (λεπτή φλέβα). μΕ βάση τη συμπεριφορά του φάσματo~ συχνο­

τητων στο σημείο μηδέν και στι~ υψηλέ~ συxνότητε~. 

Η εργασία αυτή μπορεί να α~ιoπoιη~εί στις μεταλλευτικέ~ διασκοπήσεις όπου εκδη­

λώνονται ανωμαλίεs φυσικού δυναμικού, στο βαθμό που παράγονται από διπoλικέ~ 

κατανομές ηλεκτρικού φορτίου. 

Α SPECTRUM ANΆLYSIS METEOD FOR QUΆΝΤΙΤΑΤΙ,Ί 

INTERPRETATION OF SP ANOMALIES ΟυΕ ΤΩ Α ΤΗΙΝ POLλRI~ED 

INCLINτD SHEET 
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Summary 
Spectr~ analysis methods nave been used in a limited scale in interpreti~g SP 
anomalies, δ.Ι though i t is possible by studying tne behaviour of frequency 
spectrum curves to get valuable information about the parameters of charge 
dlstribution which produces the SP anomaly. 

This work is the result of our effort to present a more complete elaboration 
ο! the parameters which are related to the frequency spect~ ο! SP anomalies. 

Ιη this paper a new method is introduced for quantitative interpretation of 
electric potential anomalies, which are produced from a thin polarized 
inclined sheet, based οη the behaviour of the frequency spectruω at ΡOint zero 
and higher frequencies. 

The results of tΓ-is paper can be useful Ιη mineral prospecting investiqations, 
in areas where SP anomalies have been detected and can be sim~lated to the 
potential field produced by an inclined ρolarized body (dike-like) at depth. 
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(α) ΕΙΣΑΓΩΓΗ 

Η ανάλυση συχνοτήτων γισ την ερμηνεία ανωμαλιών υπαίθρου εφαρμόζεται συχνά στη 

βαρυτομετρία και_μαγνηταμετρία και υπάρχουν αρκετές εργασίες που αφορούν στο 

αντικεΙμενο αυτό (Dean 1958. 8hattacharyya '966, Odegard and Berg 1965, 

Bhimasankaram κ.α. 1977 και όλλων ερευνητών), Οι ανωμαλίες όμως φυσικού δυνα­

μικαύ που οφείλονται σε KεKλ~μένα λεπτό φύλλα έχουν μελετηθεί πολύ λιγότερο, 

~τη διεθνή βιβλιογραφία, από όαο γνωρίζουμε, υπάρχουν μόνο δυο εργασίες που α­

ναφέρονται σε μεθόδους για την ερμηνεία τέτοιων ονωμαλιών (Rao Κ,α. 1982, Rao 

and r~ohan 1984), ~την παραύαα εργασία επιαημαίνονται οριομένα xαpαKτηpισtΙKά 

του φόσματος συχνοτήτων της καμπύλης φυαικού δυναμικού που παράγεται από κε­

κλιμένο λεπτό φύλλο και στη συνέχεια, με βάση τα χαρακτηριστικό αυτά, εκτΙθεται 

μια μέθοδος ποσοτικσύ προαδιορισμού των παραμέτρων που καθορίζουν την ανωμαλία 

φυσικού δυναμικού. 

(β) ΜΕΛΕΤΗ ΤΟΥ ΦAΣ~ATOι lYXNOTHTON 

θεωρούμε αν~μαλία φυαικού δυναμικού V(x), που παράγεται από δύο παράλληλες γΡομ­

μές αρνητικού και θετικού φορτίου, πυκνότητας -Ι και +J αντίστοιχα, οι οποίες 

είνσι κάθετες στο κατακόρύφο επίπεδο. στο οποίο ανήκουν οι άξονες χ και V(x) 
(βλ.αχ,'), Η έκφραση για το V(x) είναι η: 

V(x) = ~ln __x_2_+_h_2__ (Rao-Ram Babu. 1983) ( 1) 
(x-a )2+Η2 

Τα χι a, h, Η, καθώς και η γωνία κλίσης θ παριστάνονται στο σχ.l. Το Μ είνσι 

η πόλωση του κεκλιμένου λεπτού φύλλου και έχει διαστάσεις δυναμικού. Ο μετα­

σχημστιαμός Fourier του V(x) δίνεται από τη σχέση 

U(w) = rooV(x)e-iΩXdx (Spiegel, 1978) (2) 
--co 

~ύμφwνα με τους Rao Κ.α. (1982), το V(x) της σχέαης (1), μετασχηματιζόμενο κα­

τό Fourier (θέτοντας Μ αντί για ~) δίνει: 
2π 

U(w) " R(w) + ;X(w) (3) 

R(w) " 2πΗ { e-ωΗcοs(aw) - e-ωh } (4) 
ω 

X(w) ,,_2π~' e-ωΗsin(aω) (5) 
w 

Οι αρνητικές τιμές του w δεν έχουν καμμία φυσική σημασία στο πρόβλημα που δια­

πραγματευόμαστε, οπότε σε όλες τις σχέοεις θέτουμε w:> Ο. 
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Η φόαη ~(ω) δίνεται	 από τη σχέση: 

Φ(ω) = arctan ( Χ(ω) } (4) ...(5) Φ(ω) := arctan{ Me-wHsin(aw) }
 
R(w) e-Whcos(aw)-e-Wh
 

~αι αν διαρέσουμε αριθμητη ιο:aι παρονομαστή με Me- wh και δεδομένου ότι Η,. hot? 

(βλ.σχ.Τ), καταλήγουμε ότι: 

ωΡ . ( )
Φ(ω)'= arctan { e- sln aw }	 (6) 

1-e-wPcos(aw) 

Το φόσμα πλατών (amplitude spectrum) Α(ω)δΙνεται από τη σχέση: 

(4)l5)
Α(ω) ,. (RZ(w) +ΧΖ(ω)}'•	 (7α) 

... Α(ω) = 2π~~ (e-2wH+e-2wh_2e-w(HTh) cos(aw) } 1 (7) 
ω 

Στο σχήμα 2 ιο:αι αχήμα 3 έχουμε μια εικόνα της συμπεριφορός των Λ και ~ ως προς 

wh και ω αντΙστοιχα. Στο σχ.2 παρατηρούμε ότι το Α(ω) πρακτιιο:ό μηδενίζεται (α­

ποσβέν.,,\)τcι) για ω ο , Α τέτο ια ώστε: 

ωο,Α' h = 3.5 rad	 (8) 

Η φόση Φ(ω) είναι περιοδιιο:η συνόρτηση ως προς ω ιο:αι. όπως συνόγεται από την (6), 

μηδενίζεται στις θέσεις ειο:είνες για τις οποίες ισχύει: 

aw = κπ, κ φυσικός αριθμός 

Ωστόσο, aπό τη σχέση (6) παρστηρούμε ότι για ω?=5 ισχύει ότι: 

e-wPsin(aw) Ξ C ιο:αι 1-e-wP.cos(aw) ~ 

Δηλαδή, η φόση πρακτι κό μηδεν ίζετα ι (απόσΒένVl'ΤCΙ) γ ια τη συχνότητα ωο,φ που 

ικανοποιεί τη σχέση: 

Ρω 
ο,ψ 

:= 5rad (9) 
(και φυσικό για κόθε ω μεγαλύτερο του ω )

ο,φ 

θα πρέπει επίσης να	 σημειωθεΙ ότι: 

1i m Φ (ω) :=!!. - θ ( Ra ο κ. α.. 1982) (1 Ο) 
ι.r+Ό 2 

2~1(H-h)
ιο:αι ότι	 1im A(w)
 

ι.r+Ό sinB
 

οπότε, δυνόμει του	 οχ.1, το παραπόνω όριο θα ισούται με:
 

1im A(w) = 2πM~ (1Τ)
 
ι.r+Ό 

θα δείξουμε όμως ότι η συνόρτηση A(w) είναί ασυνεχής για ω = Ο. [χουμε:
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Α(Ο) = Ιυ(ο)\	 (12 ) 

Ομως,	 με βόοη τη σχέση (2), συνόνεται ότι: 

00 (1)
U(O)	 = f V(x)dx ~
 

-'"
 

~ u(o) = Μ f""{ln(x<+h')-ln(x-a)Z+H<)}dx (13)

-'"
 

Ομως	 f1n(x<+h')dx =. xln(x2+h2)-2x+2harcta~~ (Spiegel, 1976) (14)
h 

Εnίσης fln(x-a)<+H<)dx = (x-a)ln(x-a)2+H<)-2(x~a)+2Harctan x-a (15) 
Η 

Αnό τις (14) ~αι(15) έχουμε: 

χ< +h 2 

f1n(x<+r. 2)dx-fln((x-a)2+H2)dx = xln + a1n(x-a)2+H')-2a+
 
(x-a)z+H<
 

+2harctan! - 2Harctan ~ 
h Η 

ήτοι: 
. Χ 

f1n(x<+h<)dx-f1n(x-a)'+H')dx 1n (x'+h
2

) -2a+2harctan~-
(x_a)<+H,)x-a h 

-2Harctan ~ 
Η
 

Επσμένως
 

f"'l n( χ 2 +h' )dx - j1 n ( x-a)' +Η') dx 
-e() -ω 

Tll'mm 1n __(>..:.x'--<_+;..:.h'--'):.....x 1π (x 2+h'f 2hl' t χ = χ-+-+<σ 11·m -"----'-'--'---- + lma rc an - ­
(x_a)'+H<)x-a χτ-ω ((x_a)'+H,)x-a x~ h
 

-2h1 imarctan ~ - 2Η1 imarctan x-a + 2Hl imarctan x-a 
χτ-ω h χ++'" Η χτ-ω Η 

Κα ι δεδομένου ότι: 1ima rctan ~ =!! , 1imarctan x-a = π 
χ++οο h 2 ]('++ω Η 2 

limarctan ~= _.!! • limarctan x~a =_'!! 
χ-οσ h 2 χ-+-<ιο Η 2 

συνόγεται: 

_{ln(x' +h< )dΧ:L"'Ίn( (x-a)2+H2) dx =. μ~l!'\ (x
2

+h< )χ -l;m 1η _{:....X_<_+h_
2
....:.)_X__ + 

((x_a)'+H<)x-a r-α' ((x_a)<+H<)x-a 

+2π(h-Η) 

Γι 
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oo oo
η J ln(x2+h2)dx-J ln(x-a)2+H2)dx 

_", ...φ 

. [(X2+h2)X (x2+h2)x (X-a,2+H:)a]=11mln • . - 2πΡ (16) 
x+-too ((x-a)2+H2)X (x+a)2+H2)X (x-a)2+H2)a 

h: }ΧΟμως (Χ 2 +h 2 ) χ 1 +-;;τ 
(x-a)2+H2)X = aX 2 οπότε για χ-'+α>{(1-_')2+.!i 

χ Χ: 

η κλασματική παρόσταση του 20υ μέλους της r.αραπάνω ισότητας τείνει στη μονάδα, 
ι 

με αποτέλεσμα να έχουμε: 

1 +-;;τh'}X----χ---,.-. ;;; 1, γ ια Χ -. +α> 
a Η2{ (1 -χ)2+ χτ 

(x 2 +h 2 )x =1
Δηλαδή 1im (17)

χ-++<χ> (x-a)2 +Η2)Χ 

Με ανάλογους συλλογισμούς αποδεικνύεται επίσης ότί: 

.:.,.(x_ 2
..:...)X_ 12 _+h_ = ( 18)~~ 

(χ τ a)2+ rηχ 

(x_a)2+H2)a =1 
και 1im ( , g) 

χ-++<χ> 

((x+a)2 +H2)a 

Από τις (16), (17), (18), (19) συνάγεται ότι: 

J'"ln(x2+h 2)dx - J'"1n((x-a)2+H2)dx = -2πΡ 
..." ..." 

Και αν λάβουμε υπό~η μας τις (12) και (13) έχουμε: 

Α(Ο) :: Μ·2πΡ (2G) 

Επομένως,από τις (11) και (20) συμπεραίνουμε ότι 

1im Α(ω) ; Α(Ο) (21)
ω"Ο 

Η παραπάνω σχέση (21) δείχνει την ασυνέχεια της Α(ω) στο σημείο Ο. Η ασυνέχεια 

της συνάρτησης του φάσματος πλατών στη συχνότητα μηδέν θα πρέπει να ληφθεί υπό­

ψη σε περίπτωση που εnιδιώκcvμ~ να προσδιορίσουμε τις παραμέτρους του κεκλιμέ­

νου λεπτού φύλλου, εξετάζοντας τη συμπεριφορά της Α(ω) για ω =0. Ενα άλλο εν­

διαφέρον σημείο είναι ότι. όπως φαίνεται και στο σχ.2, η καμπύλη Α(ω) τείνει να 

γίνει ευθεία για τις τιμές του wh που πλησιάζουν το Ο (και που γενικά είναι μι­

κρότερες της μονάδας). 

Αυτό μπορεί να δικαιολογηθεί προσεγγίζοντας τη συνάρτηση Α(ω) με σειρές Taylor 
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και παρολε(ποντας τους όρους εκείνους που προσδίδουν μια μη γρομμικη ουμπεριφο­

ρό στο φόσμα πλατών, θεωρώντας ότι αυτοί έχουν πολύ μικρη σnόλυτη τιμή για μι­

κρές τιμές του wh (βλ.nΑΡΑΡΤΗΜΑ). 

(γ) nO!OT!KH ΕΡΙο\ΗΝΕΙΑ ΤΗ! ΜΙΩΜΜΙΑΣ ΦΥΣΙΚΟΥ ΔΥΝΑΜΙΚΟΥ 

(ΠΡΟΣΔΙΟΡΙΣΜΟΣ ΤΩΝ ΠΑΡΑΜΕΤΡΩΝ h. Η, a) 

Από τις {1'} και (20) c\Jνάγεται όcι; 

Α(Ο) Ρ 
---'-'-'--...!--- - -- ­

1im Α(ω) la 2 +p2
 
ω-+ο 

. θ Ρόμως σnό το σχ.1 έχουμε Ρ '" Τ 2 Τ 3 και T1 T3"/a2 +p2 ι οπότε s1n =--- , 
132 +ρ2 

ητοι 
Α(Ο) s;ne (22) 

1im Α(ω) 
ω~o 

Επσμένως, θ :: arc sin { Α(Ο) } (23) 
l;m Α(ω) 
ω-+ Ο 

Κατά ουνέπεια, σημειώνοντας το Α(Ο) στο φόσμα πλατών και προοδιορίζοντας το 

1im Α(ω) μπορούμε,με βόοη τις (22) κσι(23), να υπολογίσουμε τα sinB και θ α­
ω~o 

ντίστοιχα. 

000 για το φόσμα φάσης (phase spectrum) είναι γεγονός ότι οι τιμές που ποίρνου­

με από αριθμητικη λύση (υπολογιστης) απέχουν πολύ από τις θεωρητικά προβλεπόμε­

νες, καθώς οι. πρώτες παρουοιάζουν πολύ απότομες διακυμάνοεις κοι χρειάζε­

ται μια πσλύ πυκνή δειγματοληΨία (samp1;ng) και σε μεγόλο εύρος του προφίλ φυ­

σικού δυναμικού, ώστε vc έχουμε μια ικανοποιητική αριθμητικη προσέγγιση της φά­

σης. Ωστάσο, για ωΡ:: 5 οι διακυμόνσεις παιίουν και η τεθλασμένη γραμμή γίνεται 

σχεδόν ευθεία. Επαληθεύεται δηλαδή η θεωρητική πρόβλεψη για απόσβεση της κα­

μπύλης της φάσης για ωΡ = 5 rad. 

Οπότε, αν στο φόσμα συχνοτήτων Φ(ν) σημειώσουμε τη συχνότητα νο,φ για την οποία 

παύουν οι απότομες διακυμόνσεις, τότε με βόση την (9) έχουμε ότι 

Ρ·2πν =S. ήτοι Ρ= ~ (24)
ο.φ . 

πν ο, 

σnό την σποία προσδιορίζεται το Ρ. 

τ 2
Από το σχ.1 όμως έχουμε: a2 = Τ _ ρ 2 = (_Ρ_)2 _ Ρ a = ,f(__P__)2_P2 (25) 

1 9 S i πθ ~ si ne 

και γνωρίζοντας ήδη το Ρ από την (24) και τη θ από τηv(23) υπολογίζουμε τσ a. 

Από το φόσμα πλατών, σημειώνοντας τη συχνότητα πρακτικού μηδενισμού νo~ και έ­
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χοντας υπόψη την (8), έχουμε ότι: 

2πν ο ,A·h = 3.5 • ητοι h " .J...Ji (26) 
πνο,Λ 

Εξ όλλου, από τις (i4) και (25) και το σχ.1, προσδιορ(ζαυμε και το Η από τη 

οχέση: 

Η :: Ρ + h ( 27) 

Για την εύρεοη του lim Α(ω) θα λόβουμε υπόψη τη γΡσμμικη συμπεριφορό του φόσμα­
ω~o 

τος πλατών για μικρές συχνότητες, δηλαδή σε ένα τέτοιο φόσμα εντοπΙζουμε το σύνο­

λο 'ζων σημc:Ιων που αντιστοιχούν οε συχνότητες 1tοντό στο 'μηδέν και ποl) ε (ναι σχε­

δόν ευθειακό και από τα σημε(α εκε(να μπορούμε γΡαφικό η με τη μέθοδο των ελα­

χίστων τετραγώνων να προσδιορΙσουμε το σημείο τομης του όξονα των τεταγμένων με την 

ευθεία που προσεγγίζει το Α(ω) για τις χαμηλές συχνότητες. Το lim Α(ω) θα εί­
ω-+-ο 

ναι ίοο με την απόσταση των σημεΙων τομης από την αρχη των αξόνων. 

EΦAP~;OΓH 

θεωρούμε πολωμένο και λεπτό κεκλιμένο φύλλο με M=100mV, h=10m, H=20m. 

a=21.445m (δηλ. θ::25 Ο ). Στο αριθμητικό προσδιορισμένο φόσμα πλατών (σχ.4) 

σημειώνουμε τη συχνότητα πρακτικού μηδενισμού ν Λ= 
ο. 

7 χ 0.0078 c/m και δυνόμει 

της (26) βρίσκουμε ότι: 

h " 10.20m (270) 

Σημειώνουμε επ(σης ότι: 

Α(Ο) = 6438 mV (28) 

και ότι l;m Α(ω) " 14700 mV (29) 
ω-"ο 

(με βόση τα τρία npWta μετό το Α( Ο) σημ ε ία του φQOJ,Jατος, που ε ί.να ι σχεδόν ευ­

θειακό) • 

Από τις (22), (23), (28). (29) έχουμε: 

s;nB = 0.43795 -+- θ:: 25~97 (30) 

Στο φόσμα φόσης (σχ.5) παρατηρούμε ότι για νο,φ ,,20χΟ.00391 c/m παύουν οι έ­

ντονες διακυμόνσεις (έχουμε δηλαδη απόσβεοη), όπότε δυνόμει της (24) βρίσκουμε 

ότι 

Ρ " 10.1 8m (31) 

Από (27). (27α) και (31) έχουμε 

Η = 20.38m (313 ) 

Και από τις (25),(30) και (31) βρίοκουμε ότι 

3 = 20. 9Gm 

Για τον προοδιορισμό του φόσματος συχνοτητων πηΡσμε 512 τιμές του προφίλ φυσι­
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KOU δυναμικού V(x), ανά 1m, και στη συνέχεια αναλύσαμε κατά Fourier αυτό το ση­

μειοσύνολο με ένα σύντομο μετασχηματισμό Four;er (FFT). 

(δ) ΠΑΡΑΤΗΡ\-Ι:ΣΕ η 

α. Σημειώνουμε ότι, για το αωΡτό προσδιορισμό του A(Q) θα πρέπει να έχει 

πρώτα βρεθεί η μηδενική στάθμη της ανωμαλίας φυσικού δυναμικού-για το σκαπό 

αυτόν απομακρύνετα ι απα ισδήποτε συνεχής αυν ιστ:ώσα στ:ην καμπύλη ν( Χ) - κα ι ως 

πρας αυτή τη μηδενική στάθμη θα αναχθαύν οι τιμές φυσικού δυναμικού. 

β. Αν 6::~ ΤΟ αρνητικό κέντρο της ανωμαλίας φυσικού δυναμικού δεν είναι α­

κριβώς κάτω από τα αημεία Ο της τομής των αξόνων, αλλά απέχει κατό xm από αυ­

τό και η μετατόπιση είναι προς την αντίθετη πλευρά της εετικής ανωμαλίας (βλ. 

σχ.1). Κατά αυνέπεια για να εντοπισθεί η θέαη της άνω οριζόντιας πλευράς του 

κεκλιμένου λεπτού φύλλου, θα πρέπει να γίνει η γεώτρηαη αε αημείο που απέχει 

κατά Xm από τη θέση ελαχίστου της θετικής ανωμαλίας και με κατεύθυνση προς το 

θετικό μέγιστο. 

Η θέση Xm προσδιορίζεται από τη λύση της εξίοωσης 

2 2 
(/11 π Χ 

2
+

h2 
) , '" Ο -+ (1 π x +h )χ' :ο Ο -+
 

(x-a}2+H2 χ (x-a)2 +Η2
 

-+ (x-a) 2+Η2, ( χ 2 +h 2 » Ο
 

x2+h 2 (x-a}2+H2
 

-+ (x
2

+h
2 

) , ο -+ 2x((x-a)2+H2) _ (x2+h 2).2(x-a):o Ο -+
 

(x-a)2+H2 χ
 

(32) 

Η παραπάνω ~ευτεpoβάθμια εξίσωαη (32) έχει γενικά δύο πραγματικές ρίζες, γιατί 

Οι συντελεστές του τριωνύμου καθιστούν τη διακρίνουαά του πάντοτε μεγαλύτερη 

ή ίση με το μηδέν, δηλαδή Δ~O. 

Οι λύαεις της (32) δίνονται από τον τύπο 

a2+Η2 -h 2±Ι( a2 +Η2 _h 2 )2 +4a2 h2 

X tnι Θ' '" -----'------'-------'---­

2a 

Σαν Xm θα παίρνουμε τη ρίζα με τη μικρότερη απόλυτη τιμή. Στη συνέχεια, θα με­

τατοπιζόμαστε από τη θέση της αpνηΤΙK~ς ~opυφής κατά Xm, με κατεύθυνση τη θέση 

της θετικής ανωμαλίας και εκεί (σημείο ο) το βάθος της κορυφής του διπόλου θα 

είναι το h που προσδιορίσαμε. 

Πάντως, το Xm έχει γενικά μικρές τιμές. Αν Π.χ. h =10m, Η =20m, a =21.455m(δηλ. 
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6=250), τότε χ :. -2.63m. Πρόκειται δηλαδ~για μια μετατόπιση ασ~μαντη για τα 

δεδομένα της μεταλλευτικής έρευνας. 

γ. Αν στο Α(ω} διαπιστωθεί ότι 1im Α(ω) = Α(Ο}. τότε από την (23) συνάγεται 
ω-+-ο 

ότι θ =π/2 (άρα a =-0). :Σε μια τέτοια περίπτωση, από την (5) φαίνεται δη. η 

φανταστΙK~ αυνιστώσα μηδενίζεται. οπότε και η φάση Φ(ω) έχει τη σταθερή τιμ~ 

μηδέν, με αποτέλεομα το KPΙΤ~PΙO απόσβεσης (σχέση (9)). για τον προσδιορισμό 

του Ρ να μην είναι αξιόπιστο. οπότε, για να προσδιορίσουμε το Ρ. θα λάβουμε υ­

πόΨη ότι, με βάση την (7) και για a =0, ισχύει 

Α(ω) ~ 2πΜ e- hW (I_e- WP ) (32α) 
ω 

Για wh:. 1. θα έχουμε 

, ) 2πΜ -hω( -ωΡ) h J.A\wh=1 =- - e 1-e • - και επε ιδιl wh" 1 -+­
ω h
 

A(wh=1) = 2nMhe- 1 (I-e-P / h ) (20) A(wh=l) = b. e- 1 (1_e- P !h) 
-+- Α(Ο) Ρ 

A(wh=-1). -P/h
Και αν θέσουμε - λ και λυσουμε ως προς e καταλήγουμε ότι:
 

Α(Ο)
 

__h__ e-1 (I_e-P / h ) = λ,
 

Ρ
 

~τoι ; e-P/h = 1 - ~ (32β) 
h 

Εχοντας προσδιορίσει το h από το φάσμα πλατών, με βάση την (8), υπολογίζουμε
 

τη συχνότητα που πολλαπλασοζόμενη επί h δίνει τη μονάδα (ω =~J σημειώνοντας
 
το αντίστοιχο πλάτος A(wh=I), οπότε προσδιορίζουμε το λόγο
 

λ :. A(wh=l) 
Α(Ο) 

Γνωρίζοντας λοιπόν τα λ και h. μπορούμε να επιλύσουμε την (32β) Wc προς Ρ είτε 

με μια επαναληπτική μέθοδο της αριθμηΤΙK~ς ανάλυσης, είτε γραφικά (Ρ θα είναι 

το σημεΙο τoμ~ς της καμπύλης e-P!h με την ευθεία 1_ Ae Ρ). 
h 

(ε) ΠAPAPTH~\A 

Για τη διερεύνηση της συμπεριφοΡός της συνάρτησης ΤΟυ φάσματος πλατών Α(ω) 

στις χαμηλές συχνότητες θα xρησιμoπoι~σoυμε τις παρακάτω σειρές Tay10r 

(Spiege1, 1976) 
χ χ Ζ χ" e :. l+χ+-+-+ ... -<:ο<χ<+<» (33) 

2! 3! 
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χ3 X S χ 7 

sinx χ--+---+ .. ~ -α> < Χ < +<" (34 ) 
3! 5! 7! 
χΙ χ" χ6 

cosx 1- -+---+ .•. -<D<X<+CC (35) 
2! 4! 6! 

(1+x)~ 1+2.x-_1_x2+~x3_ ... -1<χ:>1 (36) 
2 2.4' 2.4.6 

Από τις (5). (33) και (~4) Kdt γιο W-+O συνόγεται ότι 

χ (ω) iΞ - 2πΜ (1 -ωΗ ) . aw ...
 
w
 

... χ ( ω) ;; - 2nMa ( 1-wH ) (37) 

Από τις (4), (33). (35) και γιο w"'O συνόγεται ότι: 

2πΜ w2Η2 a 2W2 w2h2 
R(w) "' - ((1-wH+-)(1 --) - (1-wh +-)) ... 

w 2 2 2 

... R(w} iΞ 2nM(w(h_H)_W2(~_~+~)+W3 Ha 2 -w. H2 a2) 
w 2 2 2 2 2 

Και αν θέσουμε h-H = -Ρ (βλ.σχ.1 j ",αιπαραλείψουμε μέσα στην αγκύλη τους όρους 

που έχουν παρόγοντες δυνόμεις του w τόξης μεγαλύτερης της δεuτερης, έχουμε ότι: 

Και επειδή ισχύει 

A(w) = {R2 (ω) + Χ 2 (w))'. (38α) 

αν θέσουμε τις (37) και (3θ) θα πόρουμε: 

Α(ω} :;; {4n2M2(P2+a2} - 4n2M2W(PH2-Pa2-Ph2+2a2H)}~ (3θβ) 

Οπου παραλείψαμε μέσα στα όγκιστpa τους όρους που έχουν παράγοντες δυνόμειι; 

του w τόξης μεγαλύτερης της πρώτης. 

Η (38β) γρόφεται ακόμη 

(39 )Αιω).'π";"'" {1-ω. 
Από τιι; (36) και (39), δεδομένου ότι 

ω. PH2-Pa2-Ph2+2a 2H ... Ο συνόγεται ότι: 
Ρ2 +a2 

A(w);; 2nt1/p2+a 2 - ωπΜ. PH2-Pa 2 -Ph
2 

+2a zH 
/p2+a2 

από την οποία φαίνεται ότι το Α(ω) έχει γραμμική συμπεριφορό, δηλαδή η γραφική 

ΤΟυ παράσταση είναι σχεδόν ευθεία γραμμή, όταν το w πλησιόζει στο Ο. 
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