
ΜΑΘΗΜΑΤιΚΟ ΜΟΝΤΕΛΟ
 

ΡΟΗΣ ΥΠΟΓΕIΩΝ ΥΔΑΤΩΝ ΚΑΙ ΜΕΤΑΦΟΡΑΣ ΛΥΜΑΤΩΝ
 

ΚΡΕΜΙΖΗΣ Α. - ΒΑϊΟΠΟΥΛΟΣ Δ. 
Τομέας Γεωγραφίας-Κλιματολογίας.
 

Πανεπιστήμιο Αθηνιίιν, ΠανεΤΊΙΟτ/μιούπολις, 15784 Αθήνα
 

ΠΕΡΙΛΗΨΗ 

Μαθηματικό μοντέλο ή πρότυπο είναι η παράσταση με μαθηματικούς τύπους μιας 

διαδικασίας ή ενός υπό μελέτη φυσικού συστήματος. 

Η μαθηματική περιγραφή μιας φυσικής διαδικασίας καταλήγει σε μια μερική δια­

φορική εξίσωση που, εκτός ειδικών περιmώσεων, δεν μπορεί να λυθεί άμεσα. 

Η προσομοίωση ενός συστήματος με τους Η,γ, απαιτεί τη χρήση αριθμητικών 

μεθόδων. Αυτές βασίζονται στο χωρισμό της περιοχής εξέτασης σ' ένα πεπερασμένο: 

αριθμό βρόΥΧων (κυψελών). Οι πολύ γνωστές αριθμητικές μέθοδοι των πεπερασμέ· 

νων διαφορών και των πεπερασμένων στοιχείων χρησιμοποιούνταιευρύτατα ως βάση 

για την προσομοίωση με Η,Υ, Αυτές καταλήγουν σ' ένα σύνολο Ν αλγεβρικών εξισώ­

σεων με Ν αγνώστους. Η επίλυση αυτού μπορεί να γίνει με οποιαδήποτε μέθοδο απα·, 

λείψεως (elimination), ή με οποιαδήποτε μέθοδο χαλαρώσεως (relaxation). . 
Το πρόβλημα της υποβάθμισης της ποιότητας των υδάτων, επιφανειακών και υπό·' 

γειων, είναι σε όλους γνωστό. Οι επιστήμονες, που εμπλtKoνται στην προστασία των 

υπογείων υδάτινων πόρων, αντιμετωπίζουν το πρόβλημα αναγνώρισης των μηχανι­

σμών μεταφοράς των ρύπων εντός των συστημάτων ροής και ανάmυξης αξιόπιστων 

προβλέψεων αυτής. 

Οι φυσικές διεργασίες που ελέγχουν την μεταφορά διαλελυμένων ουσιών (λυμά­

των) είναι η διαγωγή (advection) και η υδροδυναμική διασπορά (hydrodynamic 
dispersion). Οι χημικές διεργασίες προκαλούν αύξηση ή μείωση της μάζας το 

λύματος. 

Η κύρια διαφορική εξίσωση που περιγράφει τη μεταφορά ενεργών διαλελυμέν 

ουσιών σε κορεσμένο ισότροπο πορώδες μέσο είναι γνωστή ως εξίσωση διαγωγή 

διασποράς. Περιλαμβάνει τις φυσικές διεργασίες (διαγωγή-διασπορά) και τις χημικ 

διεργασίες (προσρόφηση-απεκρόφηση). 

Τα παραπάνω στοιχεία χρησιμοποιούνται για την κατασκευή ενός λογισμικού γι 

την προσομοίωση της υπόγειας ροής υδάτων και της μεταφοράς των λυμάτων 

κορεσμένους υδροφορείς. 

ABSTRACT 

Α mathematical model is the mathematical description of a physical process th 
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resuIts to a part,al differential equation. 
Oigital computer simuIation ΟΙ physical systems requires the use ΟΙ numericaI 

methods. They are based οπ a discretization ΟΙ the continuum ίπιο a finite number ΟΙ 

blocks. The well known finite-difference and finite-element methods θΓθ wideIy used 10Τ 

the simulation. 80th lead 10 a 5θΙ ΟΙ Ν algebraic equations with Ν unknowns. Τhis 

system ΟΙ equaΙίοns can be 50lved by any elimination ΟΓ iteration οτ relaχation method. 

The problem ΟΙ surface and underground water quality degradation has been 
evident 10τ a long time. Scientists involved ;π the protection ΟΙ groundwater reSQurces 

θΓθ facing the problem ΟΙ identifying the areas and mechanIsms by which ρollutants 

can enter groundwater lfow systems and ΟΙ developing reliable predictions 10r the 

transport ΟΙ contaminants within the flow systems. 

The physical processes that control the 1Ιυχ ΟΙ solute are advection and 

hydrodynamic dispersion. Loss ΟΓ gain ΟΙ solute mass can occur as a resuft ΟΙ 

chomical reactions. 

The principaI differential equation that describes transport οι dissolved reactive 

constituents ίπ saturated isotropic porous media is known as the advection-dispersion 

equation. The effects ΟΙ physical processes (advection-dispersion) and chemicaI 

processes (adsorption~desorption)are included ίπ this equatIon. 

The above eJements are the base used for the development ΟΙ a programme for the 

simulation ΟΙ underground water flow and solute transport ίπ a saturated aquifer. 

Α. προβλήματα Συναριακών (Οριακών) Τιμών (Π.Ο.Τ.) 

Ενα πρόβλημα οριακών τιμών είναι ένα μαθηματικό μοντέλο. Η τεχνική ανάλυση 

αυroύ είναι μια διαάκασία με 4 στάδια: 

(1) Εξέταση του φυσικού προβλήματος. 

(2) Αντικατάσταση του φυσικού προβλήματος από ένα ισοδύναμο μαθηματικό 

πρόβλημα. 

(3) Λύση του μαθηματικού προβλήματος με ης μαθηματικές τεχνικές. 

(4) Ερμηνεία των μαθηματικών αποτελεσμάτων σε σχέση με ΤΟ φυσικό περιβάλ­

λον. 

ΟΙ αλγόριθμοι για την προσεγγιστική αριθμητική επίλυση προβλημάτων οριακών 

τιμών για μερικές διαφορικές εξισώσεις εξαρτώνται από τον τύπο του προβλήματος 

και βασίζονται σε δύο καθιερωμένες μεθόδους, των πεπερασμένων στοιχείων και 

πεπερασμένων διαφορών. 

Η λύση ενός προβλήματος οριακών τιμών με τις παραπάνω δύο μεθόδους ανόγε~ 

ται τελικώς σε προβλήματα πινάκων, δηλαδή στη λύση ενός συνόλου γραμμικών εξι­

σώσεων, ενός γραμμικού συστήματος. 

ΔιακΡ(νονται δύο γενικές μέθοδοι αριθμητικής λύσης γραμμικών συστημάτων. οι 
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άμεσες και σι έμμεσες ή επαναληπτικές. 

Στις άμεσες ανήκει η μtθoδoς απαλοιφής του Gauss και η μtθoδoς Choleski. 
Στις έμμεσες ανήκουν οι μέθοδοι Jacobi και Gauss-Seidel. 

Β. Π.Ο.Τ. στην Υπόγειο Ροή 

Για να καθοριστεί πλήρως ένα πρόβλημα οριακών τιμών (δηλαδή ένα μαθηματικό 

μοντέλο) για υπόγεια ροή, πρέπει να είναι γνωστά: 

ί) ΤΟ μέγεθος κοι το σχήμα της περιοχής ροής. 

ίί) Η εξΙσωση ροής εντός της περιοχής. 

ίίί) Οι οριακές συνθήκες στα όρια της περιοχής. 

ίν) ΟΙ ορχικές συνθήκες στην περιοχή (για ασταθή ροή). 

ν) Η μερική κατανομή των υδρογεωλογικών παραμέτρων που ελέγχουν τη ροή και 

νί) Μια μαθηματική μtθoδo λύσης. 

ΟΙ μέθοδοι λύσης χωρίζονται σε: 

α) Λύση με αναλυτικές μαθηματικές τεχνικές (μερικές διαφορικές εξισώσεις ροής) 

και 

β) Λύση με αριθμητικές μαθηματικές τεχνικές. 

ΟΙ αριθμητικές λύσεις είναι η βάση των σύγχρονων τεχνικών προσομοίωσης με 
υπολογιστές. 

i • ~·IOO 

6.1. ΔΙκτυο Ροής με Αριθμητι.ή4D 1.. 0 
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Οι αριθμητικές μέθοδοι είναι προσεγ­

γιστικές. Βασίζονται στο χωρισμά της, 
περιοχής ροής σ' έναν πεπερασμένο, 
αριθμό βρόγχων (εικ. 1α), ο καθένας με-. τις δικές του υδρογεωλογικές ιδιότητες<: :s " ~ 6 7 

και μ' έναν κόμβο στο κέντρο που καθο­

ρίζει το υδραυλικό φορτ{ο όλου του 

βρόγχου (εικ. 1β). 

Οι αριθμητικές μέθοδοι των πεπερα­

σμένων διαφορών και των πεπερασμέ­

νων στοιχείων χρησιμοποιούνται ευρύ­

τατα ως βάση για την προσομοfωση με 

Η.γ. της ροής σε υπόγειους υδρο- iΕικ 1. α) Κομβικό πλtγμo πεπερασμένου αριθμού 

βρόγχων για αριθμητική προσομο(ωση δικτύου ροής. φορείς. 
β) Εσωτερικός ιιιόμβσς (5) και οι γεΙΤOVΙKOΙ 
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ΕΙΚ.2. (α,) (β), (Υ). Διόιφιση διιcrύoυ 

προσομοΙωσης ενός δισδιάστατου 

Οριζόντιου, υπό π!ι;ση υδροφοΡέα, 

στοθερού πάχους b. 

8.1.1. ΜΙθοδος Πεπερα­

σμΙνων Δισφορών 

Ας θεωρήσουμε ένα δισ­

διόστατο, οριζόντιο, υπό 

πίεση, υδροφορέα με στα­

θερό πάχος b και ας εφαρμό­

σουμε σ' αυτόν ένα δ(κτυο 

πεπερασμένου αριθμού βρόγ­.. χων (εικ. 2α) . 
(1) Η γενική εξίσωση πεπερα~ 

σμένων διαφορών για έναν 

εσωτερικό κόμβο σε ένα ετερογενές, ανισότροπο υδροφορέα ασταθούς ροής, και με 

τα παραπόνω χαρακτηριστικό εΙναι (εικ. 2β. γ): 

k ~ k k k 
Ahl,j = Bht,l, + Ch,+I,j + Dhl,}+I + Ehl -1,1 + F (6.1.1.0) 

όπου (ί,Η = κομβικό σημε(ο 

k ~ Ο, 1, 2, ..... (χΡον ..ό βήμο) 

Α = [(ΤΧ)ι+l,ι + 2 [(Tx)l,j + (ΤΧ)Ι . 1.1] Ι 2Δχ 2 + 
+ [(TY)"I+j + 2 [(ΤΥ)ι,] + (ΤΥ)Ι,Ι-I] J2ΔΥ 

2 

+ SI,j/Δt 

Β = ((ΤΥ)ι.ί + (ΤΥ)ι,μ] J2ΔΥ 2 

C ~ [(Τχ)",ι + (Τχ);,ι] / 2Δχ' 

Ο ~ [(ΤΥ)"", + (ΤΥ),I] /2ΔΥ' 

Ε = [(ΤΧ)ι.ι + (TX)i-I.I] /2Δχ 2 

F= SΙ,ί"'h~.jIJΔt 

Τχ, ΤΥ = οι κύριες συνιστώσες, κατά την χ και Υ διεύθυνση, του ανύσματος μεταβι­

βαστικότητας που ορίζεται ως Τ = Kb. 
S = η υδαταπoθηKεUΤΙKότητα που ορίζεται ως S=Ss*b. 
Η εξίσωση (811α) έχει γραφτεί σε σχέση με τις τιμές του υδραυλικού φορτίου σε 

πέντε κόμβους στο χρονικό βήμα k και ενός κόμβου στο χρονικό βήμα (k-1). AιmΊ 

είναι γνωστή ως προσέγγιση της προς τα πίσω διαφορός (backward-difference). 
Οι Remson et al (1971) αναφέρουν ότι υπάρχουν μερικό υπολογιστικό πλεονεκτή­
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Εικ.2. (α,) (β), (γ). Διόκριση διιcrύαυ 

προσομοίωσης ενάς δισδιάστατου 

οριζόντισυ, υπό πίεση υδροφορέα, 

σταθερού πόχσυς b. 

8.1.1. Μέθοδος Πεπερα­

σμένων Διαφαρών 

Ιο<) (~) Ας θεωρήσουμε ένα δισ­

διάστατο, οριζόντιο, υπό 
, Τ-: ~t __ ,:--_. 

Ι 
ΔΥ", - • - -ι+ι 

k ...L.­ ~-r· ,~. 

-L " •.. -Ι /.. -ι ΔΙ ι , 

Ητι Ι I-j 
-

t 

, 
πίεση, υδροφορέα με στα­

θερό πάχος b και ας εφαρμό­

σουμε σ' αυτόν ένα δ(κτυο 

Ι-Ι ( ..Ι.Ι πεπερασμένau αριθμού 

χων (εικ. 2α) . 
βρόγ­

ι·) Η γενική εξίσωση πεπερα­

σμένων διαφaρών για έναν 

εσωτερικό κόμβο σε ένα ετερογενές, ανισότροπο uδρaφορέα ασταθούς ροής, και με 

τα παραπόνω χαρακτηριστικό ε(ναι (εικ. 2β, γ): 

k k k k k 
Ahi,l;:;: 8hI,I.l + ChI+ I.1+ Dhi,j+1 + Ehi '.ί + F (8.1.1.α) 

όπου (ί,Η = κομβικό σημε(a 

k = Ο, 1, 2, ..... (χρονικό βήμα) 

Α = [(ΤΧ)Ι+Ι,) + 2 [(Τχ)ι,1 + (Τχ)ι_ι.ι] / 2Δχ 
2 + 

+ [(TY)i,1+) + 2 [(ΤΥ)ι,] + (ΤΥ)I.I-1] / 2ΔΥ 2 
+ Sι,ι/Δt 

8 ~ [(ΤΥ),., + (ΤΥ),ι-, ] / 2ΔΥ' 

C = [(ΤΧ)I+1.1+ (Τχ)ι.ι] /2Δχ 2 

D = [(Ty)1.j+1 + (ΤΥ)I.I]! 2ΔΥ 2 

Ε ~ ((τχ),., + (Τχ),_ 'ι] /2Δχ' 

F S k--' 
= Ι,Ι· hi,j / Δt 

Τχ, ΤΥ = aI κύριες συνιστώσες, κατό την χ και Υ διεύθυνση, ταυ ανύσματας μεταβι­

βαστικότητας nau ορίζεται ως Τ =Kb. 
S = η υδαταΠOθηκευrΙKότητα που aρίζεται ως S=Ss*b. 
Η εξίσωση (811α) έχει γραφτεί σε σχέση με τις τιμές του υδραυλικού φaρτίaυ σε 

πέντε κόμβaυς στο χΡανικό βήμα k και ενός κόμβαυ στο χρονικό βήμα (k-1). Αυτή 

είναι γνωστή ως πρασέγγιση της προς τα πίσω διαφοράς (backward-difference). 
Οι Remson et al (1971) αναφέρουν ότι υπάρχουν μερικά υπολογιστικά πλεονεκτή­
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ματα στη χρήση της προσέγγισης κεντρικής διαφοράς (central difference), γνωστής 

και ως οχήμα Crank-Nickolson που χΡησψοποιεί τιμές φορτίου σε πέντε κόμ-βους 

στο χρονικό βήμα k KOI σε πέντε κόμβους στο χρονικό βήμα k-1. 
Οι Pinder and Bredehoefι (1968), χρηmμοποίησαν την έμμεση μέθοδο εναλλασσό­

μενων διευθύνσεων (alternating-direction implicit procedure, ΑDΙΡ) που συνεπάγεται 

δύο εξισώσεις πεπερασμένων διαφορών: μία στο επίπεδο χΙ και μία στο επίπεδο yl. 
Κάθε μία εξίσωση χρησιμοποιεί τιμές φορτίου σε τρεις κόμβους στο χρονικό βήμα k 
κοι σε τρεις κόμβους στο χρονικό βήμα k-1. 

Εάν ο υδροφορέας είναι ομογενής και ισότροπος, τότε τχ=ΤΥ=Τ και Si,j=S για 

όλα τα (ί,η. Κάτω οπό αυτές τις συνθήκες και για ένα τετραγωνικό κομβικό πλέγμα με 

Δχ=ΔΥ, οι συντελεστές της παραπάνω εξίσωσης γίνονται: 

Α = SΔx2 + 4 Δχ,2 
ΤΔΙ 

" h,,) 

Οι παράμετροι S, Τ, Δχ και ΔΙ εντός των ΣUΝΤελεστών είναι γνωστές, όπως επίσης 

ε(ναι γνωστrl η τιμή του υδραυλικού φορτίου hi,j, στο προηγούμενο χρονικό βήμα k-1. 
Για κόμβους σε οριακά σημεία, μερικοί από τους παραπάνω συντελεστές θα είναι 

μηδέν. 

Για ένα εσωτερικό κόμβο όπου έχουμε άντληση ή τροφοδοσία,·μόνο ο συντελε· 

στής F αλλάζει και γίνεται: 

0,.1ΔΥ.' (S ,., )
F = -Τ- α/ hj•1 + W,.I όπου W'.i =-- _ R" 

ΔΥ.' . 

με τον πρώτο όρο του δεξιού σκέλους ν' αντιπροσωπεύει την άντληση με παροχή 

Q και το δεύτερο όρο να αντιπροσωπεύει κατακόρυφες διαρροές προς τον υδροφο­

ρέα από υπερκείμενα ημιδιαπερατά στρώματα. 

Στη σταθερή ροή, σε ομογενές και ισότροπο μέσο, ισχύει ότι το υδραυλικό φορτίο 

σε οποιοδήποτε κόμβο είναι ο μέσος όρος των τεσσάρων γεπονικών τιμών 

hi.j = 1/4 (hi.j-1 + hi+1.J +hi.j+1 + hj.I.j) 

Αυτή η εξίσωση είναι γνωστrl ως εξίσωση πεπερασμtνωνδιαφορών για τις συγκε­

κριμένες συνθήκες. 

Εν συντομία, είναι δυνατή η ανάπτυξη μιας εξίσωσης πεπερασμένωνδιαφορών για 

κάθε κόμβο στο πλέγμα ακόμη και στα όρια. Εάν υπάρχουν Ν κόμβοι. τότε υπάρχουν 

Ν εξισώσεις με Ν αγνώστους (τις Ν τιμές του φορτίου h στους Ν κόμβους). Εάν το Ν 

ήταν μικρό θα μπορούσαμε να λύσουμε άμεσα τις εξισώσεις, χρησιμοποιώντας 

κάποια τεχνική όπως ο κανόνας του Cramer, αλλά επειδή συνήθως σε μιο αριθμητική 

προσομοίωση το Ν είναι μεγάλο, χρησιμοποιείται μια πιο αποδστική μέθοδος γνωστή 

ως χαλάρωση (relaxation). 
Η χαλάρωση έγκειται σε επαναληπτικούς υπολογισμούς μέσα στο κομβικό δίκτυο 

από πάνω προς τα κάτω και από αριστερά προς τα δεξιά, εφαρμόζοντας τη σχετική 
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εξίσωση πεπερασμένων διαφορών σε κάθε κόμβο όπσυ τσ φορτίο είναι άγνωστο. 

Πρέπει στην αρχη να υποτεθεί μια αρχική τψή φοΡτίσυ h σε κάθε κόμβο. 

Κάθε πέρασμα από όλο το σύστημα λέγεται επανάληψη (iteration). Μετά από κάθε 

επανάληψη οι υπολογΙΟθείσες h τιμές θα προσεγγίζουν "ερισσότερο τις τελικές 

λύσεις. 

Η διαφορά στα φορτίο h μετοξύ δύο διαδοχικών επαναλήψεων οε οποιοδήποτε 

κόμβο ονομάζετοι υπόλειμμα (residuaQ. Το μεγόλο UT1όλειμμα στο σύστημο θα μειώ­

νεται καθώς οι επαναλήψεις συνεχίζΟVfαι. Μιο λύση έχει επιτευχθεί όταν το μέγιστο 

υπόλειμμα έχει μειωθεί κάτω από μια προκαθορισμένη τιμή ονοχής (to!erance). 
Η μέθοδος της χαλόρωσης (ονομόστηκε έτσι από τους Shaw & Southwell, 1941) 

έχει αρκετό ψευδώνυμα. Είναι διαφορετικά γνωστη ως μέθοδος Gauss-Seidel, μέθο­
δος Liebmann και μέθοδος των διαδοχικών εκτοπίσεων (succesive displacements). 

Είναι η απλούστερη και από τις λιγότερο αποτελεοματικές, μεταξύ διαφόρων 

μεθόδων για τη λύση του συστήματος των εξισώσεων πεπερασμtνων διαφορών. Για 

παρόδcιγμα, Cov το υπολογισμtνα φορτία κατό την χαλάρωση διορθώνονται ούμ­

φωνα με τον τύπο 

k ~ ~. \ 
hcα,:::; ω h + (t-w) hoo<, 

όπου h~'Jrr είναι το υπoλoγισμtνo φορτίο κατά την Κ-επανόληψη κοι είνοι το δΙΟΡ­

θωμtνo φορτίο από την προηγούμενη επανόληψη, τότε η μέθοδας λέγεται διοδοχιl<ή 

υπερχαλάρωση (succesive oνθΓΓθlaχBΙίoπ) ι<α, ο αριθμός των επαναλήψεων που απαι­

τούνται για την επίτευξη ικανοποιητιl<ής λύσης μειώνεται σημανnκά. Η παρόμετρος ω 

είναι γνωστή ως παράμετρος uπεΡXαλόρωσης και πρέπει να έχει εύρος 1 < ω < 2. 

Γ. Λειτουργίες Μετσφοράς Δισλελυμένων Ουσιών (Λυμότων) 

Γ .1. Φυσικές Λεπουργίες 

Οι φuσιl<ές λειτouργίες nou ελiyxoυν τη ροή λυμάτων είναι η διαγωγή (advection) 
και η υδροδυναμική διασπορά. 

Η διασπορά είνοl η συνιστώοο της μεταφοράς που οφείλεται στην κίνηση ροής 

του υπόγειου ύδατος και ιοούται πσσοτιl<ώς με τη μtση γραμμική ταχύτητα του ύδα­

τος. Εάν η διαγωγή ήταν ο μόνος μηχανισμός μεταφοράς, τότε χημικώς ουδετέρα 

λύματα θα μεταφέρονταν από τσ ρευστό με πιστονιl<ή (σφηνοειδή) μετακίνηση. Ο 

όρος διογωγή συνοντάτοι και ως μεταγωγή (convection) ι<υρίως σε περιmώσεις όπου 

έχουμε και θερμική μετσφορό. 

Η υδροδυναμική διοσπορά είναι το φαινόμενο εξάπλωσης του λύμστος έξω από 

την τροχιά που θα αναμένετο νο αl<σλοuθήσει σύμφωνα με την υδραυλική διογωγή 

του συστήμοτος ροής. Η υδροδυναμική διοσπορά εμφανίζεται ως αποτέλεσμα της 

μηχανικής μίξης κατά τη διαγωγή του ρευστού κοι λόγω μοριακής διάχυσης εξ αιτίας 

Ψηφιακή Βιβλιοθήκη Θεόφραστος - Τμήμα Γεωλογίας. Α.Π.Θ.



της θερμοκινητικής ενέργειας των μορίων του λύματος και προκαλεί τη διάλυση 

αυτού. 

Η μηχανική μίξη ή μηχανική διασπορά αφείλεται στις διαφορετικές μικροσκοπικές 

ταχύτητες α) εντός κάθε πόρου-καναλιού λόγω τριβών με την επιφάνεια των πόρων 

β) μεταξύ δυα διαδαχικών καναλιών λάγω διαφορετικών μεγεθών των πόρων και γ) 

λόγω του τρόπου διακλάδωσης και διασύνδεσης των πόρων. 

Η μοριακή διάχυση είναι μια διαδικασία διασποράς σημαντική μόνο σε μικρές 

ταχύτητες και εμφανίζεται μόνο σε διαφορές συγκέντρωσης. 

Η μηχανική διασπορά κατά την εγκάρσια διεύθυνση είναι παλύ αργή λειτουργία σε 

σχέση με τη διασπορά κατά τη διαμήκη διεύθυνση, αλλά σε μικρές ταχύτητες όπαυ η 

μαριακή διάχυση είναι α κυρίαρχος μηχανισμός, οι συντελεστές της διαμή-κους και 

της εγκάρσιας διασποράς είναι σχεδόν ίσοΙ. 

Γ. 1. 1. Μαθημσπκή πεΡΙΥραφή των Φυσικών ΛειταυΡΥιών. 

Εξισώσεις ΔιαΥωΥής - Διασπαράς 

Η εξίσωση Διαγωγής-Διασποράς για μεταφορά λύματος σε κορεσμένο πορώδες 

μέσο είναι η: 

[~(Dx aC )+ ~ (Dy ac )+ ~ (Dz aC )]_ 
8χ 8χ 8Υ 8Υ 8Ζ 8Ζ 

-[~(υχ C)+~(Uy C)+~(uz C)]= ac (Γ.1.1.α) a. ay az a, 

όπου Οχ, ΟΥ, ΟΖ είναι οι συντελεστές διασπορός στις διευθύνσεις χ,Υ,Ζ. 

Σε ομογενές μέσο όπου η μέση γραμμική ταχύτητα υ είναι σταθερή και ομοιό· 

μορφη (δηλ. δεν μεταβάλλεται χωροχρονικά), αι συντελεστές διασπαράς Οχ, ΟΥ, Dz 
δεν μεταβόλλονται στο χώρο, οπότε η εξ. (Γ11α) γίνεται: 

Οχ 82C + ΟΥ 82c + Dz ~c ] _ [υχ 8c + ί.iy 8c + υΖ 8c ] = 8c (Γ.1.1.β)[ 
8χ2 8Υ2 8Ζ2 8χ 8Υ 8Ζ 8ι 

Στη μία διάσταση, είναι:
 

Ox~C_ux8C=8C
 (Γ.1.1.γ) 
8χ2 8χ 81 

Σε μερικές εφαρμογές, η μονοδιάστατη διεύθυνση θεωρείται ως μια συντεταγμtνη 

κατά τη διεύθυνση ροής, κατά μήκος μιας γραμμής ροής. Η εξίσωση μεταφοράς γΙ 

ται τότε: 

υι 8c 8c (Γ.1.1.δ)
aι--aι-
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όπου Ι ::: η συντετογμένη διεύθυνση κατά μήκος τ/ς γραμμής ροής 

- υ::: η μέση γραμμική ταχύτητα κατά μήκος τ/ς γραμμής ροής 

ΟΙ ::: ο διαμήκης συντελεστής υδροδυναμικής διασποράς. 

Για ένα δισδιάστατο πρόβλημα, είναι δυνατό να καθοριστούν δύο διευθύνσεις 

συντεταγμένων, 51 κσι 5t, όπου η 51 είναι Kσrά μήκσς τ/ς γραμμής ροής και η 5t είναι 

κάθετη στην προηγούμενη. Η εξίσωση μεταφοράςγίνεται 

a,c 1J'c - aC aC
οι (52) + ΟΙ 8521 - υl ΘSι == --aι- (Γ. 1.1.ε) 

όπου ΟΙ και ΟΙ είναι οι συντελεστές διασποράς κατά τη διαμήκη και εγκάρσια διεύ­

θυνση, αντίστοιχα. 

Εάν η υ μεταβάλλεται κατά μήκος της γραμμής ροής και οι ΟΙ t(αL Ο( μεταβάλλο­

νται στο χώρο. τό'τε η εξ. (Γ11ε) γίνεται: 

ac (ο ac) aC (ο ac) a (- C) aC (Γ.I.I.στ)
851 ι 85ι + a5\ ι Θ5ι - a51 υ, == aϊ 

Οι εξισώσεις (Γ11α) έως (Γ11στ) αντιπpoσωπεύouν έξι μορφές της εξίσωσης δια­

γωγής - διασποράς (μεταφοράς). Η λύση οποιασδήποτε από αυτές παρέχει τη 

συγκέντρωση του λύμσroς C σε συνάρτηση με το χώρο lΙ.:αι το χρόνο και θα έχει τη 

μ<>ρφή: 

C (Χ, Υ ,ι, Ι) για τις εξ. (Γ11α) και (Γ11β) και 

C (51, 51, ') για τις εξ. (Γ11ε) και (Γ11στ). 

Γ.1.2. Αριθμηl1κή ΠροσομοΙωαη 

Μια αριθμητική προσομοίωση του μoντtλoυ της Kσrανσμής του ρύπου χΡησιμο­

ποιώντας μια προσέγγιση τ/ς εξίσωσης (Γ11στ) με τη μtθoδo των πεπεpασμtνων 

στοιχείων έχει περιγραφεί οπό τους Pickens anc:t Lennox (1976). 
Αλ/α αριθμητικά μοντέλα έχουν αναmυχθεί από τους Bredehoeft and Pinder 

(1973). και 5cwaΓtz (1975). 

Γ.2. Χημlκtς Λειτουργίες 

Μεταβολές στη συγκέντρωση του λύματος μΠΟΡeί να εμφανιοθούν ως αποτέλε­

σμα χημικών σντιδράσεων που λαμβόνσυν χώρα, είτε εξ ολοκλήρου εντός της υγρής 

φάσης, είτε λόγω μετατροπής του λύμσroς σε ή από άλλες φάσεις όπως η στερεή 

φάση του πορώδους μtσoυ η η αέρια φάση στην ακόρεστη ζώνη. 

Οι μυριάδες των χημικών και βιοχημικών αντιδράσεων που μπορούν ν' αλλάξουν 

τις συγκεντρώσεις του λύματος στα υπόγεια συστήματα ροής ύδατος ομαδοποιού­

νται σε έξι κατηγορίες: 
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ϊ) Αντιδράσεις πρσσρόφησης-απειφόφησης 

ίί) Αντιδράσεις οξέων-βάσεων 

ίίί) Αντιδράσεις καθίζησης διολύματος 

ίν) Αντιδράσεις οξειδο-αναγωγΙκ'ές 

ν) Αντιδράσεις lοντσανταλ/οκτικές και 

νί) συνθέσεις μικροβιακών KUΠάρων. 

Για τον καθορισμό της κλασμάτωσης του λύματος μεταξύ της υγρής και της στε­

ρεής φάσης υπάρχουν τέσσερις τρόποι προσέγγισης: 

ί) Χρήση υπολογιστικών προτύπων που βασίζονται σε θερμοδυναμικής προελεύσεως 

σταθερές ή συντελεστές γιο συστήματα ισορροπίας. 

ίί) Εργαστηριακό πειράματα όπου το διάλυμα αντιδρά υπό ελεγχόμενες συνθήκες με 

δείγματα από το προς μελtτη γεωλογικό υλικό. 

ίίί) πειράματα πεδίου in situ όπου ο βαθμός λ/ασμάτωσης καθορίζεται κατά τη διέ­

λευση του διαλύμοτος μέσω ενός μιιφού τμήματος του συστηματος υπόγειου 

ύδατος, κοι 

ίν) Μελέτες περιοχών όπου έχει ήδη εμφανισθεί πρόβλημα μόλυνσης του υδροφόρου 

ορίζοντα. 

Στο εργαστήριο (ίί) ο βαθμός κλασμότωσης των λυμάτων μεταξύ της ρευστής και 

της στερεής φάσης σ' ένα πορώδες μέσο καθορίζεται με τα λεγόμενα πειράματα 

κυλινδρικών στηλών (column experiments) και με τα ομαδικά πειράματα (batch 
experiments). Η κλασμότωση, όπως καθορίζεται από αυτά τα εργαστηριακά πειρά­

ματα, εκφράζεται συνήθως με μια γΡοφlκή παράσταση της μάζας S (που προσροφή­

θηκε ανά μονάδα μάζας του στερεού υλικού) συναρτήσει της συγκέντρωσης C του 

δlαλύμCΙΤOς. Αυτή η γραφική παράσταση και οι αντίστοιχες μαθηματικές εξισώσεις 

είναι γνωστές ως ισόθερμες. Λέγονται έτΟ\ από το γεγονός ότι τα πειράματα πραγμα­

τοποιούνται σε σταθερή θερμοκρασία. 

Η πιο άμεση αλλά σπανίως βολικη μέθοδος καθορισμού της κλασμάτωσης και της 

Kαθυσrέρησης του ρύπου είναι οι επί τόπου δοκιμές πεδίου (ίίί). ΟΙ δοκιμές αυτοU του 

τύπου είναι χρονοβόρες κοστίζουν αρκετά και πρέπει να γίνουν πολλαπλά πειράματα 

για να έχουμε επαρκή σrolxεία. ΤΟ aντιστάθμισμα όμως του κόπου είναι οι αξιόπιστες 

πληροφορίες πάνω στη συμπεριφορό ενός ρύπου. 

Γ.3. Μαθηματική ΠεΡΙΥραφή των Φυσικο-Χημlκών ΛειτουΡΥιών 

Γ.3.1. Μετοφορά με Ράφηση (Προορόφηοη-Απεκρόφηοη) 

Για καθυστέρηση λόγω της προσρόφησης, η εξίοωση μεταφοράς (Γ11δ), σ' ένο 

ομογενές κορεσμένο μέσο σε μoνoδιάσrcιτo σύστημα σταθερής ροής, KCΙΤά μήκος 

της διεύθυνσης ροής παίρνει τη μορφή 

D d2~_U d~+~~_dC (Γ.3.1.0)
ι dJ2 \ dI n θι - ,'3t 
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όπου Pb είναι η πυκνότ/τα του πορώδους μέσου είναι το πορώδες και S είναι η 

μάζα του χημικού συστατικού που προσροφήθηκε στη μοναδιαία μάζα του στερεού 

μέρους του πορώδους μέσου. 

Ο πρώτος όρος της εξ. (Γ31α) είναι ο όρος τ/ς διασποράς, ο δεύτερος είναι ο 

όρος τ/ς διαγωγής και ο τρίτος είναι ο όρος των χημικών αντιδράσεων και αντιπρο­

σωπεύει τ/ν αλλαγή τ/ς συγκiντρωσης μέσα στο ρευστά που nPOKaMtTaI από την 

προσρόφηση ή τ/ν απεκρόφηση. 

Η διαδικοσίο τ/ς προσρόφησης μπορεί νο παρoυσιασrεί ως ένο φαινόμενο ισορ­

ροπίος (σταθερό, ανεξάρτ/το χρόνου) ή ως ένα φαινόμενο ανισορροπίας (κινητικό, 

οσταθές, χΡονοεξαρτώμενο). 

Η ισόρροπη προσρόφηση προϋποθέτει ότι ο βαθμός προσρόφησης είναι σχετικό 

σταθερός κοι ότι η χρήση μιας έκφρασης στιγμιαίας προσρόφησης είναι δικαιολογη­

μtνη. 

Εάν οι αντιδράσεις που προκαλούν τ/ν κλασμάτωση είνοl στιγμιαίες και αναστρέ­

ψιμες και εάν η ισόθερμη είνοι γραμμική, τότε η κλασμότωση μεταξύ της υγρής και 

τ/ς στερεής φόσης αντιπροσωπεύεται από το συντελεστή κατανομής Kd, διαφορε­
τικά γνωστός και ως συντελεστής κλασμάτωσης Freundlich (Kd = dS/dC). 

Αιπή η ποράμετρος χρησιμοποιείται ευρύτατα στις μελέτες υπόγειας ρύπανσης, 

αφού πολλοί ριJπoι πληρούν τις παροπάνω προϋποθέσεις. γπό ουτές τις συνθήκες η 

κοθυστέρηση του μετώπου του ρύπου σε σχέση με τ/ν μάζα του ύδατος περιγράφε­

το\ από τον τύπο 

(Γ.3.1.β) 

όπου υ είναι η μέση γραμμική ταχύτητα του υπόγειου ύδατος, και uc είναι η ταχίιτητο 

του καθυστερημένου ρύπου στο σημείο όπου C/Co=O.5. 
Η εξίσωση (Γ31β) είναι γνωστή ως εξίσωση καθυστέρησης. Το δεύτερο μέλος 

αυτής αναφέρεται ως παράγοντας καθυστέρησης ΑΙ. 

Γνωρίζοντας το συντελεστή κλασμάτωσης του ρύπου, την πυκνότ/τα και το πορώ­

δες του μέσου, μπορεί να εφαρμοσθεί ένας συντελεστής καθυστέρησης για να μειω­

θεί η ταχύτητα διάδοσης του ρύπου. 

Οταν χρησιμοποιείται ο συντελεστής κστανομής Kd για να καθοριστεί η καθυστέ­

ρηση του ριJπoυ, υποτίθεται ότι οι αντιδράσεις κλασμάτωσης είναι πολύ γρήγορες σε 

σχέση με το βαθμό κίνησης του υπόγειου νερού, δηλαδή έχουμε ισόρροπη προσρό­

φηση. Πολλά συστατικά όμως. δεν αντιδρούν αρκετά γρήγορα με το πορώδες μέσο 

(ανισόρροπη προσρόφηση), με αποτέλεσμα να εμφανίζονται αποκλίσεις. 

Σε μελέτες πεδίου η εξίσωση καθυστέρησης χρησιμοποιείται συχνά λόγω της 

απλότητάς της. Αυτό μπορεί να οδηγήσει σε σοβαρά σφάλματα πρόβλεψης της μετα­

κίνησης των ρύπων σε συστήματα ανlσoρρσnίας (κινητικά, χΡονοεξαρτώμενα). Οι 

σχέσεις ισορροπίας απαιτούν λιγότερα δεδομένα εισόδου και οι εξισώσεις που προ­

κύπτουν είναι απλούστερες προς λύση. Οι πιο πολύπλοκες σχέσεις ανισορροπίας 

οπαιτούν περισσότερο χρόνο και μνήμη σroν υπολογιστή. 
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Γ.3.2. Μετοφορό με αποδόμηση 

Για πολυάριθμα οργανικά προϊόντο η αποδόμηση φαίνεται να unακούει σ' έναν, 

κινητικό νόμο πρώτης τάξης, Η ΣVΓκέντρωση του λύματος είναι μια εκθετική σuνόρ­

τηση φθίνουσα με το χρόνο 

m (t) = m e·a[o 
όπου mo η αρχική μάζα του ρύπου 

m (t) η μάζα του ρύπου σε χρόνο t 

a σταθερά αποδόμησης. 

Η αποδόμηση μπορεί εξ ίσου να εκφρασθεί με τη μορφή: 

m (t) = mo (O.5)t It 1 /ιόπου t 112 είναι ο χρόνος ημιζωής (διάρκεια χρόνου απαραl· 

τητη για την αποδόμηση του ημίσεως της μάζας του λύματος, 

Δ. ΑΝΑΠ1ΥΞΗ ΠΡΟΓΡΑΜΜΑΤΟΙ ΕΦΑΡΜΟΓΗΙ 

ΤQ προηγούμενα, χρησιμοποιούνται ως βάση για την aνόmuξη ενός λσγισμικο' 

(software) για ηλεκτρονικό υπολογιστή που επιτρέπει να μελετηθεί η εξάπλωση δι 

λυμένων ουσιών στα υπόγεια ύδατα, 

Οι κυριότεροι τομείς εφαρμογής του λογισμικού είναι: 

- Μελέτη μόλυνσης στιγμιαίας ή συνεχόμενης. 

- Πρόβλεψη της έκτασης της μόλυνσης κατά την επίγεια ή υπόγεια αποθήκευ 

ουσιών. 

- Προσδιορισμός της περιμετρικής προστασίας σε άντληση ύδατος. 

Το λογισμικό υποστηρίζει την έκδοση χαρτών συγκεντρώσεων συναρτήσει το 

χρόνου και τη σχεδίαση των γραμμών ροής. 

Τa μοντέλο ουτό, έχει τα εξής χαρακτηριστικά: 

- Δισδιάστατη ροή. 

- Σταθερό ή οσταθές υδροδυναμικό καθεστώς. 

- Ανισότροπος υδροφορέας ελεύθερος ή υπό πίεση. 

- Διάκριση της περιοχής μtσω ενός ορθογώνιου μεταβληταύ δικτύου. 

- Υπολογισμός του δικτύου ροής. 

- Εξέλιξη της συγκέντρωσης συνορτήσει του χρόνου σε οποιοδήποτε σημείο. 

Το λογισμικό επιτρέπει την παρουσίαση της εξάπλωσης ενός λύματος, λαμβόν 

ντας υπόψη τα φαινόμενο της διαγωγής, διασποράς, γραμμικής προσρόφησης (μέσ 

ενός συντελεστή καθυστέρησης), κοι αποδόμησης (μέσω ενός χρόνου ημι-ζωής) 

στοθερό ή ασταθές πεδίο ροής. 

Ο τομέας μελέτης διακρίνεται σε βρόγχους τετρόγωνους ή ορθογώνιους. Στο 

κέντρο κάθε βρόγχου θεωρείται ως γνωσπΊ η πιεζομετρία καθώς επισης μια τιμή δια~ 

περατότητας και η διανομή των υδραυλικών κλίσεων του υδροφόρου ορίζαντα. Art 
αυτό ειναι δυνατός ο υπΟλογισμός της μέσης ταχιίtητας του ύδατας, γνωρίζοντας Kαj 

το ενεργό πορώδες του μέσου. i 
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