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COMPARAISON RESULTATS POUR LA STABILITE
PRATIQUE II

Par
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Abstract : We develop some comparison theorems that connects the solutions of
two differential systems in @ manner useful in the practical stability.

1. INTRODUCTION

Nous considérons les deux systémes

y=1{ty), ¥(to)=xo (1)
et  x=TF(tx), x(te) =xo (2)

ou t, Fe C{R+x B(g),Rn).

Iei R+ désigne les nonegatives nombres, Re euclidien n - espace,
C(R+ x B(p),Rn) la classe des fonctions continues de R+ x B{p) dans
R» et B(p}={xe Ro: || x| <p}, ot ||.| est une norme convenable.

(A) Pour le systéme (1) nous supposons que son solution y(t;te,Xo)
existe »t > to, est unique, continue par rapport aux données et
est localement Lipschitzienne en Xo.

Evidemment, || y(t;t,x) | = x || < p, »1 = to (pour un convenable
p> 0 puisque la solution se définie » t ==1e) et pour chaque V &
C(R*x B(p),R*), t & (to, ), t constante, on définit

D+V(s, y(t;s, x)) = lim sup% [V(s+h,y(t;s+h,x+hF(sx)) —
h—-0+

Vis,y(t;8,x))]
pour to <8<t et x& Bip).
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2. DEFINITIONS [3]

1. Le systéme (1) est pratiquement stable par rapport aux données
(e1,22,to, || - | }, &1 < es, 8i pour chaque solution x(t), la condition
| x(to) || < 1, entraine la relation || x(t) || <Tez, ¥ t = to.

2. Le systéme (1) est pratiquement asymptotiquement stable par rap-
port aux données (e1, €2, €3, to, || . || }, &2 < €1 < es, si pour chaque
solution x({t) la condition | X(te) || < &1, entraine:

(i) la stabilité pratique par rapport (e1, s, to, |l - | ),
{(i1) il existe T = to tel que [ x(t) || <er, » t=T.

Si les définitions précédentes sont valables pour chaque t; € [to,o0)
au place de to, nous avons les stabilités pratiques uniformes.

2. THEOREME DE COMPARAISON

On va utileser le
Lemme ([1], Theorem 1.1). On suppose que
(i) 'hypothése (A) est valable,
(ii) Ve C(R*x B(p), R+), V(s,x) est localement Lipschitzienne en x
el pour to <s8<<t, xeB(p), on a
DV (s,y(t:8,x)) < g(s,V(s,y (t;8,%)})

(iii) ge G(R+*x R+, R) et il y a une fonction continue G(t), ¥ t =to
telle que|g(t,vi)—g(t,ve) | < G(t) | vi— vz |, ¥ (t,v1), (t,v2)€E
[to, ) x R.

Alors, si x(t) = x(t;to,x0) est la solution du systéme (2} et u(t;to,uo)
est la solution du systéme

u=g(t,u), ufte)=1ue (3)
nous avons V (t,x (t;te,Xe} )< u(t;to,ue}, to< t < oo lorsque V (to,y (t:to,X0))
< \o.

En posant uo = V{to,y(t;te,Xo)}), la derniére inequalité du lemme
devient V(t,x(t;to,Xo)} << u(t;to, V{to,y{t;te,X0}}}, to <t < oo, c’est - & -

dire une relation parmi des solutions des systémes (1) et (2}, avec
Ientremise de la solution maximale ({2]) du systéme (3).
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Théoréme 1: On suppose que

() les hypothéses (1), (ii) et (111) du lemme sont satisfait.

() le systéme (1) est (uniformement) pratiquement stable par rapport

aux données (e1,e2,be, || .|| ), €1 < €2 et le systéme (3) est (unifor-
mement ) pratiquement stable par rapport aux données (ai,az,te, | - |),
a1 < as.

(v) bOxN)y=Vitx)<a(x|), ¥ (,,x)€ [to, ©)x Blp), ou a,be
C([0,p), R*) p = ez, sont croissantes avee a{0) =0 et a(e:) = au.

Alors, le systéme (2) est (uniformement) pratiquement stable par
rapport aux données (eie2’,to, || -1 ), &1 < &2’ =Db-1(az).

Démonstration

Par I’hypothése nous avons que u(t;te,ue}<C a2, ¥ t > to lorsque
o< ar et || y(tito,Xo) || <<ez, ¥ t2>to, lorsque || Xo || << =1(*).

Nous démon trerons que {| Xe || <Z &1 entraine || x (t; to,Xo) || << e2'=
b1(az), ¥ t = te. On suppose qu’il existe ti>> to tel que || x(t1;to,X0)!| =
=gz’ (le premier tel élement). Nous avons done || x(t;te'xa) || << 2,
to < t<t; et par le lemme résulte

Vit x(t;te,Xo)) < ult;to,V{te, ¥ (t;te,Xe))), to<t< tu

Par conséquent, depuis les relations (*) et I'hypothése (y), nous

prenons (puisque V(to,y(t1;t0,%0)) < a( || y(tsto,Xo) || )< afez) = a1).
az < b(ez') < V(t,x(t15t0,X0)) < uftiste, V(te, | y(ts;te,Xo) | )) <
< az=D(ee’) qui est absurde.

Donc le systéme (2) est (uniformement) pratiquement stable par
rapport aux données (enez’to, || . | he1 < €2’ =Db-1(az).

Théoréme 2: On suppose que les hypothéses («), (y) du théoréme 1
sont valables et

(f') le systéme (1) est (uniformement) pratiquement stable par rap-

port aux données (e,e2,bo, ] . || )51 < €2 et le systéme (3) est (uni-
formement) pratiquement asymptotiquement stable par rapport
aux données (aiaz’,azte, | .| )2’ < a1<C aa.
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Alors, le systéme (2) est {uniformemert) pratiquement asympto-
tiquement stable par rapport aux données

(g2,82" 2" ,to, || . |} )2’ < g2 < 22”, 00 g2 =b1{az"), &2’ =b1(az).
Démonstration

La (uniforme) stabilité pratique resulte par le théoréme 1.
Nous avons b( | x(t; to, o) || ) < V(t, x{t; to, X0)) <
< u(t;te,V(te,¥(t;to,X0))) 3 t = to, || Xo || < =2
Puisque
V(to,y (t;to,xe}) < al || y{t;to,Xo) | )< afez) = au
evidemment, il ¥ a moment du temps T > to tel que 3t = T nous ayons
u(t;to,V(te,y{t;te,x0})) < a2’ qui entraine
| x(t;to, %o} || <bl{as')=ce'", ¥ t =T.

4. EXEMPLE

On considére que f{t,y} = A(t)y, ou A{t) est une matrice continue
ax n. La solution y(t,to,x0) du systéme (1) se donne par la relation
¥ (t;to,Xo0) = D (t,t0)Xo, ott D (t,to) est la resolvante du systéme y = A (t)y.

I’hypothése (A) est satisfait.

Pour t fixe et V(t,x) differentiable nous avons

D+V (s,y{L;5,x}) v + v ( % + by dx )

T ay GL] 9x ds
On a [2]
&y %y _
a_S —--—q)(t,S)A(S)X, ax —-(D(t,S)
done, si V=V(y(t;s,x)) = y(L;s,x}| ,nous aurons

DV = % L (t,8) [F(s,x) — Als)x]=

— _J —
T . D(t,8) [F(s5,x) — A(s)x]
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pour || y||2 =yy® (norme euclidienne) et (.) le produit intérieur.

a)

b}

On suppose que g(t,u)=0.

Si nous prenons V({t,x) =] x || et si nous avons
y . O(,s)[F(s,x)—A(B)x] <0

alors, par le lemme resulte
§x{tibo,xo) | = || P(t,to)xof, t= to.

Evidement, en ce cas, le systéme (3) est uniformement pratique-
ment stable par rapport aux données (x, «,*e,|.|), a> 0.

On peu* prendre a(||x||) =b(||x]|)=| x|. Par conséquen*, si |
systéme (1) est (uniformement) pratiquement stable par rapport
aux données (c ato, ||- 1), e < «, alors, par le théoréme 1, le sy-
stéme (2) a la méme stabilité (par rapport aux mémes données).

On suppose que g(t,u}) =—2au, x> 0 constante.

Si nous prenons, aussi, V(t,x) =|| x || et 81 nous avons
Y - O(ts) [F(s,x}—A(s)x]<—u |y |

alors, par le lemme resulte
| x(tsto,xo) || < || P(t,t0)%0 || 8 Mbtp), t = to.

En ce cas le systéme u=—Au, u(to) =1uo (3) est uniformement
pratiquement asymptotiquement stable par rapport aux données

(o, o,t0, |.]), " <a. On prend aussi a{|! x|} =b{|x])=]x].

Par conséquent, si le systéme (1) est (uniformement) pratique-
ment stable par rappor® aux données (g,a,lo, || . || )& < «, alors, par
le théoréme 2, Je systéme (2) est (uniformement) pratiquement
asymptotiquement stable par rapport aux données

(d., “"JJ &y t‘U; | ): @ <a

NOTE:

Si nous prendrons F{s,x) = A(s)x + u(s,x) (la perturbation du sy-

stéme (1)) nous aurons

Y
DV — . B (t,8) u(s,x).
py e ux)

WnoiakA BiBAI0BAkN OedppacTog - TuAua Mewloyiag. A.MN.0.



114

BIBLIOGRAPHIE

1. G.5. LappE, V. LaksumiganTtrAM and 8. LEera: «A Technique in Perturbation
Theoryn, Rocky Mountain Journal of Mathematics, Vol. 6, p. 133-140,

1976.

2. V. LaksamikanTHAM and S. LEgra: «Differential and Integral Inequalities, Theory
and Applications», Vol. I, Academic Press, New York, 1969.

3. 0. Kyrenmiau: «Ilpaxniut, sdovdfeie xdto dnd Sutapdfeion, Adaxtopixd; Auxtpifin,
Beoooiovlxn, 1978,

WYnoeiakh BiBAI0BAKN Ocd@paaTog - TuAua MewAoyiag. A.lM.O.



IIEPTAHYH

ITTKPITIKA AIIOTEAEEMATA TIA THN
IMPAKTIKH ETETAGEIA

“Trd
0OMA KTBENTIAH
Mabnparid Tuijpe, Hovemotiulo Geooaiovixng

Avarmticovue pepud suyxprtixd Bewmpfpata T omola guvddouv Tig Ab-
oetg B0 Sapoptdv guaTqudtwy p’ Evav Tpémo mou etvan ypfiotuoc Y TV
TpaxTiRy) suotelet.

WYneiakA BiBAI0BRKkN ©ed@paocTos - TuAua MewAoyiag. A.l.0.






